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Uvod

Optimalizaciou rozumieme proces hladania najlepSieho rieSenia danej Ulohy. Takéto
najlepsie rieSenie volame optimalne. Optimalizaéna Uloha sa pritom sklada z Ucelove;j
funkcie a volitelnych ohraniCeni, ktoré vymedzuju priestor, v ramci ktorého hladame
optimalne rieSenie. Optimalizacia nam pritom umoznuje najst najvhodnejSie spravanie sa
daného systému ¢&i procesu, ktorym modze byt napriklad chemicky reaktor, destilacna
koldna, bioreaktor, vymennik tepla, &i iny proces bezne pouzivany chemickych a

potravinarskych technologiach.

Optimalizacia je v sucCasnosti velmi pertraktovana oblast, kedZze umoZfiuje zvysit
ekonomicku efektivitu priemyselnych prevadzok pri dodrzani bezpecnostnych kritérii.
Preto je dolezité vediet optimalizacné ulohy spravne formulovat, riesit a interpretovat
vysledky rieSenia. Kazdu ulohu je totiz mozné formulovat roznymi sposobmi a pouzivatel
optimaliza¢nych technik by sa vzdy mal snazit zvolit taky spdsob, ktory je pre danu ulohu

najvhodnejsi.

Tento ucebny text ponuka zakladny prehl'ad optimalizaénych Uloh a algoritmov na ich
rieSenie z pohladu Studenta bakalarskeho a inZinierskeho Studia so zameranim na
automatizaciu a riadenie procesov chemickej a potravinarskej technoldgie. Najde vsak aj
vyuzitie v inych oblastiach, napriklad pri optimalizacii energetickych ¢ mechanickych
systémov. Citatel v texte najde vysvetlenie matematickej formulacie réznych
optimalizaénych problémov od najjednoduhsich az po velmi komplexné. Kazda trieda
Uloh je pritom ilustrovana nazornymi prikladmi na jej lepSie pochopenie. U&ebny text
pritom ponuka prehlad rieSenia optimalizacnych Uloh bez ohrani¢eni, s ohrani¢eniami v
tvare rovnosti a s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti. Pre kazdy typ Ulohy je prezentovanych
viacero algoritmov, priGom su ilustrované ich silné a slabé stranky. Tento ucebny text
taktiez ponuka prehlad praktickych Uloh, ktoré su formulovatelné a rieSitelné ako
optimaliza¢né ulohy, od fitovacich problémov, cez ekonomické a logistické ulohy, az po

ulohy separacie a klasifikacie.

Tento ucebny text je spracovany formou snimkov, ktoré autor prezentoval v ramci

prednasok z predmetov Optimalizacia a Optimalizacia procesov a vyrob na FCHPT STU v
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Bratislave v akedemickych rokoch 2014/2015 az 2020/2021 a je rozdeleny do 15
hlavnych kapitol. V kazdek kapitole Ciatel' najde definiciu vysvetlovaného problému, jeho
teoretické rieSenie, ako i ilustrativne aj praktické priklady vyuZzitia danej metody. Posledna
kapitola je spracovana v textovej podobe, pricom su v nej zhrnuté zakladné matematické

definicie, vety a postupy vyuzivané v predoslych kapitolach.

Citatelom autor zeld hlavne vela odhodlania pri prvych krokoch v spoznavani
optimalizacie a optimalizaénych algoritmov. Nech sa nenecha odradit matematickou
podstatou pojednavanej oblasti - t4 k nej nevyhnutne patri. Citatel' si v8ak vystadi so

zakladnymi znalostami z oblasti matematiky, akymi su napr. derivacie.

Autor.



Optimalizacia

Michal Kvasnica

Optimalizacia

Optimalizéacia = hladanie najlepsieho (optimalneho) rieSenia

Optimalne vs =aejoptrashaeise=
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VSeobecny zapis optimalizacnych problémov

hodnota
ucCelovej funkcie
v optime

ucelova
funkcia

ohranic¢enia

J* = min f(x)
st.z e X

VSeobecny zapis optimalizacnych problémov

ucCelova
funkcia

ohranic¢enia

optimalne
riesenie
r* = argmin f(x)

s.t. x € X




Klasifikacia optimalizacnych problémov

Jednoduché Zlozité
Rozhodovacie " C
, sSpojité diskrétne
premenné
. Ziadne ,
Ohranicenia , nekonvexné
konvexné
Ucelova funkcia konvexna nekonvexna

Klasifikacia optimalizacnych problémov

Jednoduché Zlozité
Rozhodovacie ot .
. spojité diskrétne
premenné
. ziadne ,
Ohranicenia , nekonvexné
konvexné
Ucelova funkcia konvexna nekonvexna




Konvexna vs nekonvexna funkcia

Konvexna vs nekonvexna funkcia




Konvexna vs nekonvexna funkcia

N

Konvexna vs nekonvexna funkcia

konvexna nekonvexna
kazdé minimum je globalne globalne vs lokalne minimum




Konvexna vs nekonvexna funkcia

konvexna nekonvexna

Konvexnost funkcie

fla)]

(01 + (1= 0)zs)

¢ . o
L1 Gz + (1 — )y T2

f(O0z1 + (1= 0)x2) < 0f(z1) + (1 —0)f(22)
Vo € [0, 1]




Konkavna funkcia

f(x)

f(z1)
¥ [0z + (1 - 0)as)

¢ . o
1 Gz + (1 — )y T2

\4

f(Oxy + (1 —0)x) > 0f (1) + (1 —0) f(x2)
Vo € [0, 1]

Priklady konvexnych a konkavnych funkcii

Konvexné:
- afinna funkcia: ax+b
- exponent; eax

- mocnina: x2na R+ prea =1

Konkavne:
- afinna funkcia: ax+b
- logaritmus: log x na R+

- mocnina: x2naRs.pre0<a<1
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Ostré vs neostré minimum

Funkcia ma v bode x* ostré lokalne minimum, ak existuje 6 > 0
také, Ze pre kazdé x spinajuce |x-x*| < é plati, ze

flx) > f(z7)

O neostrom lokalnom minime hovorime, ak plati

f(@) = f(z7)

NeohraniCena minimalizacia konvexnej 1D funkcie

J* = min f(x)
st.zeR

Analytické rieSenie

- pomocou derivacii

Numerickeé riesenie
- gradientové metody
- Newtonova metdda

- metdda vnutorného bodu

11




Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: funkcia f(x) je dvakrat spojite diferencovatelna

Potom:

- ak P(x*)=0 a f”(x*)>0, potom x* je ostré lokalne minimum
- ak P(x*)=0 a f”(x*)<0, potom x* je ostré lokalne maximum

Priklad: f(x) = 3(x-2) + 1

50

A\
o\
. \\ //
for \ / |

o S——

-2 -1 0 1 2 3 4 5

f(x) =6(x-2)=0 f(x)=6>0
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Fit dat linearnou funkciou y=ax

A

v

a* =argminy . (az; — y;)*

= argmin(_; 27)a’ — 2032, ziyi)a + 3, 7
= argminy2a® — 2v1a + Yo
_n

72

Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: f’(x*)=0

fx) = (x-1)3 fix) = (x-1)¢

08F

05

- /

AN

o N—
T 05 1 15 2 0 05 1 15
f'(x) =3(x-1)2=0 f'(x) =4(x-1)3=0
X =1 X'=1
f’(x*) = 6x*-6 = 0 P(x*) =12(x*-1)2=0

13




Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: f’(x*)=0
Nech existuje n také, ze pre kazdé k<n je f(x*)=0 a f(x*)#0

Potom:
- ak n je parne a fin)(x*) > 0, potom x* je ostré lokélne minimum
- ak n je parne a fin)(x*) < 0, potom x* je ostré lokélne maximum
- ak n je neparne, potom ma funkcia v bode x* inflexny bod

Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: f’(x*)=0

fx) = (x-1)3 fix) = (x-1)¢

08F

05

- /

AN

o N—
T 05 1 15 2 0 05 1 15
f'(x) =3(x-1)2=0 f'(x) =4(x-1)3=0
X =1 inflexny X =1
f’(x*) = 6x*-6 = 0 bod P(x*) =12(x*-1)2=0
f”l(X*) — 6
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Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: f’(x*)=0

fx) = (x-1)3 fx) = (x-1)¢

08F

I

o\ /

05

o \\ /
T 05 1 15 2 0 05 1 15 2
f'(x) =3(x-1)2=0 f(x) =4(x-1)3=0
X =1 X =1
F/(x*) = 6x*-6 = 0 P = 12(x*1)2 = 0

F(x*) = 6 F(x*) = 24x* - 24 = 0 @
fl”l(X*) — 24

Extrémy mnohorozmerovych funkcii

Michal Kvasnica
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NeohraniCena minimalizacia konvexnej 1D funkcie

J* = min f(x)
st.zeR

Analytické rieSenie

- pomocou derivacii

Numerickeé riesSenie
- gradientové metody
- Newtonova metdda
- metoda vnutorného bodu

Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: funkcia f(x) je dvakrat spojite diferencovatelna

Potom:
- ak P(x*)=0 a f”(x*)>0, potom x* je ostré lokalne minimum
- ak P(x*)=0 a f”(x*)<0, potom x* je ostré lokalne maximum

16




Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: f’(x*)=0
Nech existuje n také, ze pre kazdé k<n je f(x*)=0 a f(x*)#0

Potom:
- ak n je parne a fi(x*) > 0, potom x* je ostré lokalne minimum
- ak n je parne a fi(x*) < 0, potom x* je ostré lokélne maximum

- ak n je neparne, potom ma funkcia v bode x* inflexny bod

Fit dat linearnou funkciou y=ax

A

a* =argmin ), (az; — y;)?
= argmin(}_,; 27)a® — 2(3°; wiyi)a + 32, 7
= argminy2a® — 2v1a + Yo

_n
Y2

17




Fit dat afinnou funkciou y=ax+b

A

v

Fit dat afinnou funkciou y=ax+b

A

/ .
?

min 3, ((a; +b) — 1)’

fla,0) = (32 2F) a® + (30, i) ab =2(32; wiys) a =2(3, i) b+ m " + (32, 47)
S—— —— ~- 7\ ~ < ~ —_——
71 Y2 73 Y4 75 Y6

= y10® + 72ab + Y30 + Y4b + ¥5b° + Y6

18




Optimum funkcie dvoch premennych

Predpoklad: funkcia f(x,y) je dvakrat spojite diferencovatelna:

8f(x,y) 82f(il7,y) 82f($7y)
ox Oxdx 0xdy

Vi(z,y)= V2 fz,y) =
Of (z,y) *f(zy) 0% f(m,y)
oy Oyox Oydy

Potom:
- ak Vf(x*y*)=0 a V2f(x*y*) je kladne definitny,
potom (x*,y*) je ostré lokalne minimum

- ak Vf(x*,y*)=0 a V2f(x*,y*) jc zaporne definitny,
potom (x*,y*) je ostré lokalne maximum

- ak Vf(x*y*)=0 a V2f(x*y*) je indefinitny, potom (x*,y*) je sedlovy bod

Fit dat afinnou funkciou y=ax+b /

[ ]
@
f(a,b) = 10 + y2ab + y3a + v4b + 50> + 76 /

87{a.d) 2710 + y2b + 73

Vf(a,b) = = =0

oftat) | |yea+ 275b + 4

271 72 a -3

Y2 2vs| |b —Va
—_———

M z m

19




Fit dat afinnou funkciou y=ax+b

V

f(a,b) = y10® + y2ab + y3a + y4b + 50> + 75

rof(a,b)

9a 2na+ 720+ 73
Vf(a,b) = = =0
| 87(a.b) Yoa + 2750 + 74
rof(a,b of(a,b
) ac(Laa) ac(z(‘)b) 21 72
Vf(a,b) = =
of(a,b) of(a,b)
L ~9bda Db0b 2 2%

Kladne definitna matica

Symetricka matica M je kladne definitna vtedy a len vtedy ak

- vSetky jej vlastné Cisla su kladné
- v8etky jej hlavné subdeterminanty su kladné

Vlastné Cisla matice M suU korene rovnice det(sl-M)=0

my  Mma
M =
_mg ms
_S — ma —mso
(sI — M) =
| —1m9 S — M3

det(sI — M) = (s —my)(s —ms3) — (—m2)2

=52 — (my1 +m3)s +myims — m3

20




Test: ktora matica je kladne definitna?

(1 15

M = ] eig(M) = {0.5, 5.5} ¢/
15 5
(1 2

M = ] eig(M)=1{0, 5} X
2 4
[ 1 —15

M = ] eig(M) ={0.5, 5.5} ¢/
-15 5
1 3

M = ] cig(M)={-2, 4 X
3 1

Kladne definitna matica

Symetricka matica M je kladne definitna vtedy a len vtedy ak

- vSetky jej vlastné Cisla su kladné
- v8etky jej hlavné subdeterminanty su kladné

Hlavné subdeterminanty = determinanty matic Mk x «

mq| Mo m;

M = mo Mgy | My

3 Ms e

21




Test: ktora matica je kladne definitna?

(1 15

M = 1,5-2.25 v
1.5 5
1 2

M = 1, 4-4 X
2 4
[ 1 ~15

M = 1,5-2.25 v
-1.5 5
[1 3

M= 1,1-9 X
3 1

Zaporne definitna matica

Symetricka matica M je zaporne definitna vtedy a len vtedy ak

- matica -M je kladne definitna
- v3etky jej viastné Cisla su zaporné

- hodnoty hlavnych subdeterminantov striedaju znamienka,
ale prvy je zaporny

mi| Mo | Ms

M = [mo ma| ms

msz Mms M)

|Mix1| <0, [Maxa| >0, |[Mzxs| <0

22




Test: ktora matica je zaporne definitna?

-1 4 0

M=1|4 2 2 [Mixi| = =1, [Maxz| = —18, [Mzxs| = —14 x
0 2 1
—1 1 0

M=11 -3 2 [Mixi| = =1, |Maxa| =2, [Msxs| = -2 v
| 0 2 =3
(1 1 0

M=|1 -3 2 |Mix1| =1, |Mayo| = —4, |Msys| =8 x
0o 2 -3

Priklad: f(x, y) = x2 + y3 - 6xy

23




Priklad: f(x, y) = x2 + y3 - 6xy

2z — 6y
0 Vi(z,y) =
3y? — 6z

20 —6y =0 = = =3y
e 3y —6x=0 =3y> — 18y =0
= 3y(y—6)=0
=y1 =0, y2=206
=x1 =0, xo =18

2 -6
e V2 f(x,y) =
|—6 6y

2 —6 2 -6
O vioo=5 vzf(l&fﬁ)z[_ﬁ 36]

Analyticka metdda hladania optima

Predpoklad: funkcia f(x,y) je dvakrat spojite diferencovatelna:

of(z,y) f(xy)  *f(zy)
ox 5 Ox0x O0xdy
Vi(z,y)= Vif(x,y) =
of(z,y) f(zy)  O*f(zy)
Jy Oyox Oydy

Potom:

- ak Vf(x*y*)=0 a V2f(x*y*) je kladne definitny, potom (x*,y*) je ostré
lokalne minimum

- ak Vf(x*,y*)=0 a V2f(x*,y*) je zaporne definitny, potom (x*,y*) je ostré
lokalne maximum

- ak Vf(x*y*)=0 a V2f(x*y*) je indefinitny, potom (x*,y*) je sedlovy bod

24




I
=

=2, [Miyi| =0—6%=—36

= |Mix1]

Hesian je indefinitny = v bode (0, 0) ma funkcia sedlovy bod

RL 5 TTT
NNRRRERET
NRRARRAG
S 4
N

g
R

NARRARRRTE

1\
/.
R A
SRR /il
- I
- AT
v/ T
Y711

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4
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M= |my my| ms

\t3 s M)

2 -6
V2f(18,6) = l—ﬁ 36] = |Mix1| =72, |[Mix:|=72—6>=36

Hesian je kladne definitny = v bode (18, 6) ma funkcia minimum

26




Viacrozmerové funkcie f(x1,...xn)

Potom:
- ak Vf(x*)=0 a V2f(x*) je kladne definitny,
potom x* je ostré lokalne minimum

- ak Vf(x*)=0 a V2f(x*) je zaporne definitny,
potom x* je ostré lokalne maximum

- ak Vf(x*)=0 a V2f(x*) je indefinitny, potom x* je sedlovy bod

- Of
8:111
Vi@i,...,zn) = |
of
L Oxp,
[ _Of of
02 0x1.0
of" 55"
2 Ox20x1 02xo
\% f(a:l,...,a:n) =
of of
| 0x,0x1 O0x,0x2

af

8xb?xn

Ox20xy,

Priklad: fit dat funkciou y=azxx2+aix+ao

L ! I L 1 L L
-2 -1.5 -1 -0.5 [¢] 0.5 1 15

min Z((azxf +ayz; + ag) — yi)?

27




Priklad: fit dat funkciou y=azsx2+aix+ao

= a3x} + ar1a9(223) + agaz(203) + agrly; + ajri + -

+ arao(2x;) — ar1ziy; + ag — agy;

— 72,20/% + ’)/]_720/10/2 —|— ’)/O,Zaoaz + Yoa2 -+ 71,10/% + ..

+ Y1,00100 + Y101 + CL(Q) + Yoao

V0,202 + 71,001 + 2a9 + Y0 2 70 Y2 ag
V= 7262 +271101 +71000 +7| =0 = |70 271 M2 a;
| 272,2a2 + 71,201 + V0,200 + V2| Y02 7.2 2722] \a2

—70

-

72

RozsSirenie: fit dat polyndbmom

60

28




Rozsirenie: fit 2D dat afinnou funkciou y=a’x+b

Priklad: fit dat funkciou y=azsx2+aix+ao

((a2x? 4+ arz; + ag) — y;)* =

= a3z} + a1a2(223) + apaz(227) + azx?y; +alxi + -

+ arao(2x;) — ar1ziy; + ag — agyi

= ’72,2a% + 71,204102 + Y0,20002 + Y202 + 71,1a% +oee

+ 7100100 + Y101 + a% + Yoao

Y0,2a2 + V1,001 + 2a0 + 0 |

V1,202 + 291,101 +Y1,000 + 71

| 272,202 + 71,201 + V0,200 + V2|

2 Mo
Y1,0 2711
| 70,2 71,2

70,2

V1,2

27922

29




Fitovanie so vseobecnymi bazickymi
funkciami

Michal Kvasnica

Priklad: fit dat funkciou y=azxx2+aix+ao

min Z((@x? +ayz; + ag) — yi)?

30




Fit dat polyndbmom

60

min Y (% — 4i)°

N 2
s.t. y; = CL3.§C? + axx; + a1x; + ag

Fit dat polyndmom

min (J1 —y1)* + (P2 —v2)* + (93 — v3)* + (94 — va)* + (I5 — v5)*

~ 3 2
s.t. y1 = azx] + agx] + a1x1 + ap
N 3 2
Y2 = a3xy + a2x5 + a1r2 + ag
N 3 2
Y3 = a3x3 + a2x3 + a1x3 + ag
~ 3 2
Yg = a3Ty + a2y + a1x4 + Qo
N 3 2
Y5 = a3Ty + 2Ty + a1T5 + Qg
Y1
Y2
ys | =
Ya
Ys

as
as
aj

@0/ = min (Ma—1y)"(Ma — y)

= min (Ma — y)?

31




Fit dat polyndbmom

a* = argmin (Ma — y)" (Ma — y)

d(Zx) _ T
a Vf(a)=0=2M"Ma—2MTy Oz
8(mTZ) _
oxr
e a*:(MTM)—lMTy 7
A
8(xax Yz 2T
U1 (23 22 oz 1]
IN 3 2 as
Y2 Ty x5 w2 1
7 _ 3 2 a2
ys | = |23 25 x3 1
N 3 2 ai
U4 Ty x; g 1 a
N 3 2
Us Ty Ty X5 1_

Fitovanie vSeobecnymi bazickymi funkciami

min Z(Qz —1;)?

s.t. g; = apsin(x;) + a1 exp(1/x;) + aq

32




VSeobecné bazické funkcie

min (Ma — y)T (Ma — v)

(g}l) rin(azl) exp(1l/xz1) 1] (a())
g)n \Sin(.xn) exp(i/xn) i/ a2

~~

M a

min Y (i — i)

s.t. §; = apsin(x;) + ag exp(1/x;) + a9

VSeobecné bazické funkcie

min Y (i — yi)°
s.t. y)z = Zajfj(:ci)

(@1) {fl(ﬂfl) fal@1) - fm(m)] (Cﬂ)

A ~~ I N——
M a

CL* — (MTM)—lMTy

33




Odkaz dna

min Z(@z —yi)?
s.t. ?JZ = Zajfj (a:l)

(@1) {fl(fﬂl) fa(z1) -+ fm(fﬂl)] (Ch)
i) |G B o fu(en)] \am

.

M a

Fit fTubovolnou kombinaciou bazickych funkcii je
jednoduchy optimalizacny problém

Extremy funkcii s ohraniCeniami v
tvare rovnosti

Michal Kvasnica
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Optimalizacny problém s ohraniCeniami

ucelova funkcia
x* = argmin f(x)
1. < . .
s.t. g(z) <0 ohranic¢enia
h(z) =0

- v tvare nerovnosti (napr. doiné/horné hranice)

Ohranicenia:

- v tvare rovnosti (napr. zachovanie hmoty, energie)

Ohranicenia v tvare rovnosti

h(x1,x2)
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Alokacny problém

Uloha:

- urcit optimélne rozdelenie 60,000€ medzi pracu (x) a material (y)
- aby sa maximalizoval pocet vyrobenych kusov N(X, y) = 4xy - 8x

max 4xy — 8x
s.t. x +y = 60000

Transportacny problém

Urdit toky ropy cez jednotlivé potrubia tak, aby:
- bola minimalizovana cena prepravy
- nedochadzalo k akumulacii v jednotlivych uzloch
- mnozstvo vstupujlcej ropy sa rovnalo mnozstvu vystupujlcej ropy
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Transportacny problém

Navrhovy problém

Uloha:

- navrhnut rozmery plechovky s danym objemom

- aby sa minimalizovala spotreba materialu na jej vyrobenie

min 2772 + 27rv

st.mrlv=V

()
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Ohranic¢enia v tvare rovnosti

mxin f(x)

s.t. h(xz) =0

Spbsoby riesenia:
- eliminacna metdda

- metdda Lagrangeovych nasobicov (multiplikatorov)

Ohranicenia v tvare rovnosti

min f(z)

s.t. h(z) =0

Spdsoby riesenia:
- elimina¢na metoda

- metdda Lagrangeovych nasobicov (multiplikatorov)
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Eliminacna metdda

Princip:
- vyjadrit n-1 premennych z ohrani¢eni a dosadit do Gc¢elovej funkcie
- problém riesit ako optimalizaciu bez ohraniceni

- spétne substituovat optiméalne rieSenie do ohraniceni

Priklad:
50 50

50
min ab + 2bc + 2ac = min4bb—2 + 2bb_2 + 8bb_2 =b

*

s.t.a=4b “
abe = 200 = 4b%c =200 = ¢ = =
\\y‘/

Priklad

min 227 + 423
T1,T2

s.t. 21 + 420 =6

)/ 7
7
\’0—0“'1',!” _ o
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Priklad

min 227 + 473

L1,T2

s.t. 201 + 429 =6

2

-
d

(((
2\ A\

\__/
AN =
2 -1 0 1 2

Priklad

min 227 + 473
T1,T2

s.t. 2x1 + 42, =6

3_
G 201 + 410 =6 = 19 = 2%’1

2
e min 2:c%+4(3_2x1> = min 327 — 6z + 9

e (327 — 621 +9) =62, —6=0 =27 =1
e (322 — 621 +9)" =6 > 0
3—x7
*: :1
e T2 2
e 2x‘{+4x§;6
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Eliminacia systéemu linearnych rovnic

min f(z1,x2,x3)
s.t. a1,171 —+ 1,272 —+ a1,3r3 = bl

a2,1T1 + Q2272 + a2373 = by
min f(zq,x2,x3)
ot |@11 a2 ais| (T1) _ b1
a1 G22 a23| \ T2 bo

min f(x)
s.t. Ax = b

Eliminacia systému linearnych rovnic

min f(z)
st. Az =0
ldea: najdime bod xo a maticu F taku, ze plati
Axg=b, AF =0

a vyjadrime ¢ = xg + Fa

Potom A(zo + Fa) = Azg + AFa = b a teda ohrani¢enie je
redundantné (mdzeme ho odstranit)
Preto min f(x)

= min f(z* + Fa) = o* = 2" =x9 + Fa*
s.t. Ar =0 “
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Eliminacia systému linearnych rovnic

min f(z)

s.t. Ax =b
ldea: najdime bod xo a maticu F taku, ze plati
Axg=b, AF =0

x0@ = pinv(A)*b
F = nullCA)

Eliminacia systéemu nelinearnych rovnic

min f(z)

s.t. h(z) =0
Nelinearne ohrani¢enia sa vo vSeobecnosti nedajul l'ahko eliminovat

Ale niektoré sa daju prepisat do linearneho tvaru:

($1+$2)2:0 = x1+x2=0
x1

mzo = 21 =0
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Extrémy funkcii s ohraniceniami v
tvare rovnosti

Michal Kvasnica

Ohranicenia v tvare rovnosti

min f(2)

s.t. h(z) =0

Spbdsoby riesenia:
- eliminacna metdda
- metdda Lagrangeovych nasobic¢ov (multiplikatorov)
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Joseph-Louis Lagrange
(1736 - 1813)

Metoda Lagrangeovych multiplikatorov

. 2 . 2

e o — min 2+ p(z — 1)
z,

st.x =1 st.z—1=0 g

14

12\

o\

c,,/m
4
/

Il

/

/
4
\

/ /
/

(@]

N
-
o
-
n
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Metdda Lagrangeovych multiplikatorov

min 72 min 2

x - =z — min 2+ p(z — 1)
x7
st.x =1 st.z—1=0 g

Q-7

e 2+ p =0 = p*=-2
¥—1=0=2"=1

Metoda Lagrangeovych multiplikatorov

min x° min z°

x - =z — min 2+ p(z — 1)
st.z=1 st.z—1=0 "

14

12

10

.
4 \
2 ~
0
-2
2 1 0 1
=1

22— 2x +2
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Metdda Lagrangeovych multiplikatorov

min f(z)
s.t. hi(z) =0
hm(z) =0
Lagrangian: L(z, i1, ... pm) = f(2) + > _ pihi()
=1

Priklad

min 227 + 423
T1,T2

s.t. 201 +4x9 =6

= %
O_Z / < >

NN //
150 \ .// |
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Priklad

min 227 + 473

L1,T2

s.t. 2x1 + 42, =6

a L(x1, 29, 1) = 227 + 45 + (221 + 475 — 6)

dx1 + 2u
e VL(x1, 22, 1) = 8xo + 4pu
201 + 410 — 6
4oy +2p* =0 z] =1
8ry +4p =0 = a5 =1
207 + 425 =6 p= -2

RieSenie pomocou eliminacnej metody

min 227 + 473
T1,T2

s.t. 201 +4x9 =6

3_
G 201 + 410 =6 = 19 = 2%’1

2
e min 2$%+4<3—2x1> = min 33:%—6:514—9

© 62619 =60-6=0 ﬁ

e (322 — 621 +9)" =6 > 0
3—x7
*: :1
O
e 2x‘{+4x§;6
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Priklad

max log(z) + 2log(y)

st.x4+y=2
i N\
25 AN
2 \\
15} B
n |
05 1 15 2 25 3

Priklad

max log(x) + 2log(y)
st.x+y=2

L(z,y, n) =log(z) + 2log(y) + pu(zr +y —2)

1z +p
VL(x,y,p) = | 2/y+p

rT+y—2

o' 40t =0 2" =2/3

c 2/ +pu =0 =y*=4/3
4yt =2 p=-3/2
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Kvadraticky problém s rovnostami

min 27 Pz + ¢ z +r
x

st. Az =0

a L(z,p) = 2T Pr+q x+r+ pu” (Az —b)
~ [2Pz+q+ ATy
eVE(az,u)—l Az —b
@ e e o) [
Ax* =0 A0\ b

Karush-Kuhn-Tuckerov systém

William Karush Harold W. Kuhn Albert W. Tucker
(1917 - 1997) (1925 - 2014) (1905 - 1995)
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Priklad

Podnik zvazuje nakup paliv urCenych na vykurovanie, pricom
ma striktné ohranic¢enia na celkovl vyhrevnost (200) a celkovy
objem (100) nakupenych paliv. Cielom je minimalizovat naklady,
ktoré su dané ako suma kvadratov.

Uhlie Plyn Olej

Cena 8 15 20
Vyhrevnost 1,5 2,1 2,8
Objem 4,5 1,0 1,3

min 8x2 4 1523 + 2023

Priklad

min 8z7 + 1523 + 2023
s.t. 1.bx1 4+ 2.1z9 + 2.823 = 200
4.5z + 1.0x5 + 1.323 = 100

a min 27 Pz + ¢ z +r
xr

s.t. Az =b
8 0 0 0
e P=10 15 0,q=]0 ,7“=07A=[£ i(l) %2]52[%8}
0 0 20 0 o

1.61
2p AT] <x*> [—q] X <—679.69>
e L) = oo = 4022, 4t =
[A 0|\ b o 220.82
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Nie vzdy je gradient Lagrangianu nulovy!

min z, + x2 + LE§
s.t. x1 = 1

2 2 _
i +a5 =1

© iwe=-000

e L=x1+xo+25+p(z1— 1)+ po(af + 23 — 1)

1+ p1 + 2p02 | 1+ g1 + 2ps]
1+ 2,[1121'2 1
e VL = 23 = VL(z",pu*) = 0
r1 — 1 0
el a3—1 I 0

£0

Co sa stalo?

min x, + x9 + x%
s.t. x1 = 1

2 2 _
ri+z5=1

Gradienty ohraniCeni v optime su linearne zavislé:

Vhl (xi(v IE, :Cg) = (17 07 0)
Vh’2 (QZT, xga CC?;) = (27 O) 0)
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Podmienka linearnej nezavislosti vektorov

Vektory vi,...,vm ako stipce matice V=[v1,...,vm] SU linearne
nezavisle vtedy, ked hodnost matice V je rovna m.

Hodnost matice je po&et linedrne nezavislych riadkov a stipcov.

Aké je hodnost nasledovnych matic?

B g

|
W N =
|
Ot W N
O = =
|
W N =
|
Ot W N
— = =

Veta

Uvazujme optimalizacny problém min f(x) s.t. hi(x)=0, i=1,...,m

Potom je spinena prave jedna z podmienok:
- vektory Vhi(x*), ..., Vhm(x*) su linearne zavislé

- existuju Lagrangeove nasobicCe u1*,..., um* take, ze VL(x*, u*)=0
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Ekonomicka interpretacia Lagrangeovych muilt.

Rafinéria zasobuje zakaznika dvoma potrubiami. Cena prepravy
cez prvé potrubie je x2, cez druhé potrubie 1.5y2. Ako mame
rozvrhnUt prepravu, ak je potrebné celkovo dopravit 100 ton a
cena prepravy ma byt minimalna?

min 22 + 1.5y2

s.t. x +y =100

° L(z,y,p) =2+ 1.5y% + p(z +y — 100)

e VL= 3y+pu |=0=y =40
x+y— 100 = —120

O )+ 150) =000

Ekonomicka interpretacia Lagrangeovych mult.

Rafinéria zasobuje zakaznika dvoma potrubiami. Cena prepravy
cez prvé potrubie je x2, cez druhé potrubie 1.5y2. Ako mame
rozvrhnUt prepravu, ak je potrebné celkovo dopravit 110 ton a
cena prepravy ma byt minimalna?

min z? 4 1.5y>

s.t. x+y=

0 L(z,y,p) =2+ 1.5y% + p(z +y — 110)

e Ve=| 3y+p | =0=y =44
r+y— 110 = —132

@ (@*)% + L5(y*)®> = 7260  p*(100)=-120, A=10, -L*A=1200
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Ekonomicka interpretacia Lagrangeovych muilt.

Uvazujme problém min f(x) s.t. h(x)=b pre jednu konkrétnu
hodnotu b.

Ako sa zmeni hodnota UcCelovej funkcie, teda f(x*), ak sa prava
strana ohranic¢enia zmeni z b na b+A ?

Oznacme p* ako optimalnu hodnotu Lagrangeovho multiplikatora
pre problém s h(x)=b.

Potom po zmene ohraniCenia na h(x)=b+/ sa hodnota ucelovej
funkcie zmeni priblizne o -*A.

Preto hodnota 1/* vyjadruje citlivost optiméalneho rieSenia na
zmenu pravej strany ohraniCenia.

Ekonomicka interpretacia Lagrangeovych mult.

Podnik zvazuje nakup paliv urCenych na vykurovanie, pricom
ma striktné ohranienia na celkovl vyhrevnost (200) a celkovy
objem (100) nakUpenych paliv. Cielom je minimalizovat nakladly,
ktoré su dané ako suma kvadratov.

Uhlie Plyn Olej

Cena 8 15 20

Vyhrevnost 1,5 2,1 2,8
Objem 4,5

zvySenie vyhrevnosti = rast nakladov

min 8x% 4 1523 + 2023
s.t. 1.5xy + 2.1z9 + 2.823 = 200 = 2" =

zvySenie objemu = pokles nakladov

)
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Ekonomicka interpretacia Lagrangeovych mult.

zvySenie vyhrevnosti = rast nakladov

min 8z2 4 1523 + 2023
s.t. 1.5z1 + 2.1x9 + 2.823 = 200 = z* =

4.5x1 +1.0x9 +1.323 =1
zvySenie objemu = pokles nakladov

)

Otéazky:
- ako sa zmenia obstaravacie néklady, ak sa pozadovana vyhrevnost znizi
0 20% a objem ostane rovnaky?
- ako sa zmenia naklady, ak vyhrevnost aj objem klesnii o 10%?

- 0 kolko % treba zvysit dovoleny objem, aby pri zvySeni vyhrevnosti o
10% boli naklady zhruba rovnaké?

Extrémy funkcii s ohraniceniami v
tvare nerovnosti

Michal Kvasnica
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Optimalizacny problém s ohraniCeniami

ucelova funkcia
x* = argmin f(x)
1. < . .
s.t. g(z) <0 ohranic¢enia
h(z) =0

- v tvare rovnosti (napr. zachovanie hmoty, energie)

Ohranicenia:

- v tvare nerovnosti (napr. doiné/horné hranice)

Alokacny problém

Uloha:

- urcit optiméalne rozdelenie 60,000€ medzi pracu (x) a material (y)
- aby sa maximalizoval pocet vyrobenych kusov N(X, y) = 4xy - 8x
- pricom naklady na material musia byt najviac 20,000€

max 4ry — 8x
s.t. x +y = 60000
y < 20000
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Diétny problém

Dané su kaloricke hodnoty ¢ a ceny p; jednotlivych potravin.
Je potrebné urcit optimalny nakup tak, aby:
- bola minimalizovana celkova cena

- sme dokazali pripravit jedlo kalorickej hodnoty h
- stél najviac 10€

min sz‘ﬂfz‘
s.t. z C;T; = h
> pizi < 10

Separacny problém

V rafinérii su 2 druhy prevadzok: vysokotlakové a nizkotlakové.
Je potrebné urcit:

- &i je ich mozné separovat bezpednostnym mudrom

- ak ano, kade ma taky mur viest
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Logisticky problém

Logistickéa firma chce navrhnit optimélne rozdelenie skladov tak,
aby boli minimalizované prepravné naklady potrebné na obsluhu
zakaznikov.

a Q a
[
*
o [ ]
®
. o
L J
o o 3]

Transportacny problém

Urdit toky ropy cez jednotlivé potrubia tak, aby:

bola minimalizovana cena prepravy

nedochadzalo k akumuléacii v jednotlivych uzloch

mnozstvo vstupujucej ropy sa rovnalo mnozstvu vystupujucej ropy

boli dodrzany dolny/horny limit jednotlivych potrubi
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Aktivhe/neaktivne ohranicenia

min x1 + xo = min x1 + o
st. —1 <2 <1 s.t.  x1 <1 neaktivhe
0<a9<2 —x1 <1 aktivne

9 < 2 neaktivne
— x9 < 0 aktivne

Aktivhe/neaktivne ohranicenia

min (z1 +1)* + 23
s.t.  x1 <1 neaktivne
—x1 <1 aktivhe
T9 < 2 neaktivne
— x9 < 0 aktivne

Q




Aktivhe/neaktivne ohranicenia

min 22 + (x5 — 1)?

s.t.  x1 <1 neaktivne
— x1 <1 neaktivne

T9 < 2 neaktivne

— x9 < 0 neaktivhe

Aktivhe/neaktivne ohranicenia

min (z; — 1)% + (29 — 1)?
s.t.  x1 <1 aktivne

— x1 <1 neaktivne

T9 < 2 neaktivne

— x9 < 0 neaktivne

7/ ﬁ /A; g

N\

DO

-2 -1 0

-
\V]
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Aktivhe/neaktivne ohranicenia

Uvazujme problém min f(x) s.t. hix)<0 pre i=1,...,m

Potom:
- I-té ohraniCenie je v optime aktivne, ak plati hi(x*)=0
- I-té ohraniCenie je v optime neaktivne, ak plati hix*)<0

William Karush Harold W. Kuhn Albert W. Tucker
(1917 - 1997) (1925 - 2014) (1905 - 1995)

61




Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality

Uvazujme problém min f(x) s.t. hix)<0 pre i=1,...,m
Viytvorme Lagrangian: L(z, A1, ..., Am) = f(x) + D Ahi(x)

Potom su x*, A7%,..., An™ optimalnym rieSenim iba ak plati

Vi@*) 4+ > ArVh;(z*) = 0 stacionarita
hi(z*) < 0 primarna zlucitelnost
A > 0 dudlna zlu¢itelnost
AThi(z*) = 0 doplnkové volnost

Ak je i-té ohraniCenie neaktivne, potom je A*=0 (naopak to neplati!)

Ak je problém konvexny (teda f(x) aj hi(x) su konvexné funkcie),
potom su tieto podmienky aj postacujice.

KKT podmienky pre konvexny problém

min (r — 1) = min (z —1)?
s.t.x <1 st. —-1<0
z>—1 —x—1<0

,C(.I, A1, )\2) = (.I — 1)2 + )\1(1’1 — 1) —+ )\2(—1'1 — 1)

8£(x, )\1, )\2)

20 — 24+ A1 — X =0
ox

r <1
z>—1
A >0
A2 >0
M(z—1)=0
Xo(—x—1)=0
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Preskimanie kombinacii aktivnych ohraniCeni

Moznosti aktivnych ohraniceni: 20 — 24+ X1 — X2 =0
- Ziadne nie je aktivne a teda A;*=0, A2*=0 x <1

- aktivne je x<7 a teda x*=1 r>—1
- aktivne je x=-1 a teda x*=-1 A >0
Ao >0
AM(x—1)=0
Ao(—x—1)=0

Preskumanie kombinacii aktivnych ohraniCeni

Moznosti aktivnych ohraniceni: 20 —24+ X1 — X =0
- ziadne nie je aktivne a teda A7*=0, A2*=0 r <1

- aktivne je x<7 a teda x*=1 x> —1
- aktivne je x>-1 a teda x*=-1 A >0
A2 >0
Potom: M@—1) =0

- x* =1 z rovnice stacionarit
- relonanty Ao(—z—1)=0

- X* je primarne zlucitelné rieSenie

- A" aA2*su duédlne zluditelné

- sU splnené podmienky doplnkovej volnosti

- ale nevieme, Ci nenajdeme lepsie riesenie
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Preskimanie kombinacii aktivnych ohraniCeni

Moznosti aktivnych ohraniceni: 20 — 24+ X1 — X2 =0
- Ziadne nie je aktivne a teda A;*=0, A2*=0 x <1

- aktivne je x<1 a teda x*=1 r>—1
- aktivne je x>=-1 a teda x*=-1 A >0
)\2 > 0
Potom: M@—1) =0

- x* =1 priamo z aktivity ohranicenia )\2(_33 _ 1) —0
- X*je primarne zlucitel'né rieSenie

- A2*= 0 kedZe ohranidenie x=-1 nie je aktivne

- A1*= 0 z rovnice stacionarity

- A" aA2* su dudlne zluditelné

- je splnena doplnkova volnost

- ale stale nevieme, Ci nenajdeme lepsie rieSenie

Preskumanie kombinacii aktivnych ohraniCeni

Moznosti aktivnych ohraniceni: 20 —24+ X1 — X =0
- Ziadne nie je aktivne a teda A;*=0, A2*=0 r <1

- aktivne je x<7 a teda x*=1 x> —1
- aktivne je x=-1 a teda x*=-1 AL >0
A2 >0
Potom: M@—1) =0

- X* = -1 priamo z aktivity ohrani¢enia
- vty onran Xo(—z—1)=0

- X* je primarne zlucitelné rieSenie

- A7*= 0 kedZe ohranidenie x<7 nie je aktivne

- A2 = -4 z rovnice stacionarity

- A2*nie je duélne zlucitelné

- preto x*=-1 nemdze byt optimalnym rieSenim
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Priklad

min (z — 2)% + 2(y — 1)?
st.x+4y <3
x>y

© ciov )= (@27 420y - 1)? + M(w+ 4y — 3) + oy — )

20 —44+ X1 — X =0
4y—4—{—4)\1—|—)\2:0

r+4y <3

Q x>y
A >0

@ N0

e AM(x+4y—3)=0
Ao(y —x) =0

Priklad

Moznosti aktivnych ohraniceni:
- Ziadne nie je aktivne a teda A+*=0, A2*=0
- aktivne je x+4y<3
- aktivne je x=y

aktivne su obidve ohranidenia

20 —4+ XA — X =0
dy—4+4XM +X22=0
r+4y <3

x>y

A >0

A2 >0
AMz+4y—3)=0
Xo(y—z)=0
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Priklad

Moznosti aktivnych ohraniceni:

Ziadne nie je aktivne a teda A1*=0, A>*=0

aktivne je x+4y<3

aktivne je x=y

aktivne su obidve ohranicenia

Potom:

- Xx*=2ay* =1 zrovnice stacionarity
- X*a y* nie su primarne zlucitel'né rieSenial
(le porusena podmiena x*+4y* < 3)

21‘—4+/\1—)\2=0
dy—4+4\ + X =0

r+4y <3

x>y

A >0

Ay >0

Mz +4y—3)=0
Xo(y—x)=0

Priklad

Moznosti aktivnych ohraniceni:
- Ziadne nie je aktivne a teda A+*=0, A2*=0
- aktivne je x+4y<3
- aktivne je x=y
- aktivne su obidve ohrani¢enia

Potom:
- X* = (3-4y*) priamo z aktivity ohrani¢enia
- A2*= 0 kedZe ohrani¢enie x=y nie je aktivne
- y*=1/3aA:*=2/3 z rovnice stacionarity
- ateda x* = (3-4y*) = 5/3
- X*aj y* su primarne zlucitelné
- A" a A2* su duélne zlucitelné
- je splnena doplnkové volnost

- ale nevieme, Ci nenajdeme lepsie riesenie

2:13—4+/\1—/\2=0
dy—4+4\ 4+ X =0

r+4y <3

x>y

A1 >0

A2 >0
AMz+4y—3)=0
Xo(y—z)=0
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Priklad

MozZnosti aktivnych ohranic¢ent: 20 =4+ XM =X =0
.. L , - . dy—4+4\ + X =0
- ziadne nie je aktivne a teda A1*=0, A2*=0 vty <3
- aktivne je x+4y<3 x>y
- aktivne je x2y A1 >0
- aktivne su obidve ohrani¢enia A2 >0
AM(x+4y—3)=0
Potom: Aoy —z) =0
- X* = y* priamo z aktivity ohrani¢enia
- A1*= 0 kedze ohraniGenie x+4y<3 nie je aktivne
- y*=4/3 a A= -4/3 z rovnice stacionarity
- A2"nie je su duélne zlucitelna!
Priklad
Moznosti aktivnych ohranicent: 20 =4+ M —A=0
.. . , . . dy—4+4\ 4+ X =0
- Ziadne nie je aktivne a teda A+*=0, A2*=0 v Ay <3
- aktivne je x+4y<3 x>y
- aktivne je x=y A >0
- aktivne su obidve ohrani¢enia Az >0
AM(x+4y—3)=0
Potom: Aoy — ) =0

- X"+ 4y* = 3 priamo z aktivity prvého ohrani¢enia
- X* = y* priamo z aktivity druhého ohraniCenia

- Pretox*=0.6ay*=0.6

- A" =0.88 a A2*=-1.92 z rovnice stacionarity

- A2*nie je sU dualne zluditelnal
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Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality

Uvazujme problém min f(x) s.t. hi(x)<0, gj(x)=0
Lagrangian: £(z, A1, .-, Amy 15+« -5 ip) = f(2) + 5 Nihi(w) + Y pi95(2)

Potom su x*, Av%..., Am™ 1,...,Up" optimalnym rieSenim iba ak

V(@) + 2 A Vhi(z*) + > piVg;(x*) = 0 stacionarita
* < ’
hi@™) < 0 primarna zlucCitelnost
gi(z*) =0
A >0 duélna zlucitelnost
) =0

doplnkové volnost

hi(x

Ak je problém konvexny (teda f(x), hi(x) su konvexné funkcie a
gi(x) su linearne), potom su tieto podmienky aj postacujuce.

Priprava na pisomku

Michal Kvasnica
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OrganizaCné detaily

2 pisomky
Aspon jedna musi byt na 56%
3 priklady na 2 hodiny

MobZete pouzivat prednasky, poznamky aj Matlab, ale vSetky
vypocty musia byt dokumentované

Formulacia >> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max Lagrange hodnota Ucelovej funkcie
Ucelova funkcia KKT Lagrangove nasobice
ohranicenia aktivne ohranicenia
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Formulacia >> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max Lagrange hodnota Ucelovej funkcie
ucelova funkcia KKT Lagrangove nasobice
ohranicenia aktivne ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- akeé je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvysenia zisku zvysit limit prace a surovin?

> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- akeé je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvySenia zisku zvysit limit prace a surovin?
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> Riedenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia
ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- ake je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvysenia zisku zvysit limit prace a surovin?

> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- akeé je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvySenia zisku zvysit limit prace a surovin?

71




> Riedenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- ake je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvysenia zisku zvysit limit prace a surovin?

> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

o max pa + PB

e max (400-2pa+pe) + (200+pA-De)

e max pa(400-2pa+ps) + Pe(200+pa-Ps)
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> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

e max pa(400-2pa+ps) + pe(200+pa-ps)

> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

© 20~ 108 < 1000
© 240020408 + 3(200+pA-pB) < 1000

© 00-2pA+pB) + 2(200+pA-pB) < 1000
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> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

@ 2(400-2pA+PB) + 3(200+pA-pB) < 1000

> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

a PA + 2pB < 200
© 2000-20A+pB) + (200+pA-pB) < 200

© 00-2pA+pB) + 2(200+pA-pB) < 200
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> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

© 200-207+08) + 2(200+pA-pB) < 200

Formulécia Riesenie > Interpretacia

Lagrange
KKT

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

max 400p4 + 200ps — 2p% — p% + 2paDB
s.t. —pa—pp < —400
— pp < —600

Mame nerovnosti = Karush-Kuhn-Tucker
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Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality

Uvazujme problém min f(x) s.t. hi(x)<0, gj(x)=0

Lagrangian: £(z, A1, -y Ay 15 -+ - fp) = f(2) + 3 Nihi(2) + 3 g ()

Potom su x*, A7%,..., Am™ U1,...,Up" optimalnym rieSenim iba ak

Vf(@*) + 3> A\ Vhi(z*) + > piVg;(x*) = 0 stacionarita
* < ) i " ’
hi(@”) <0 primarna zlucCitelnost
gi(z") =0
AF >0 duélna zlucitelnost
)=0

doplnkové vol'nost

hi(x

Ak je problém konvexny (teda f(x), hi(x) su konvexné funkcie a
gi(x) su linearne), potom su tieto podmienky aj postacujuce.
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Formulacia RieSenie > Interpretéacia

Lagrange
KKT

max 400pa + 200ps — 2p% — p% + 2pAPB
s.t. —pa—pp < —400
—pp < —600

Y

min — 400p4 — 200ps + 2p% + % — 2pADB
s.t. —pa—pp < —400
—pB < —600

Formulécia Riesenie > Interpretacia

Lagrange
KKT

min — 400p4 — 200pp + 2p% + % — 2pApPB
st. —pa—pp < —400
—pp < —600

L = —400pa — 200pp + 2p% + Ph — 2pap5 + A1 (—pa — p5 + 400) + A2 (—pp + 600)

0
_8£ = —400 +4ps — 2p5 — A\ =0
o stacionarita
oL
—— = —200+42pp —2ps — A2 =0
8]’3
—pa —pp < —400 o el f
—pp < —600 primarna zlucitelnos
A1 >0,X2>0 dualna zlugitelnost

AM(—pa —pp +400) =0

X2(—pp +600) =0 doplnkové volnost
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Formulacia RieSenie > Interpretéacia

Lagrange
KKT
Moznosti aktivnych ohraniceni: a%‘ = —40044pa — 205 — A1 =0
- ziadne nie je aktivne a teda A1*=0, A2*=0 oL
- aktivne je pa+ps=400 s —200+2pp = 2pa — A2 =0
- aktivne je ps=600 —pa—pr < —400
- aktivne su obidve ohrani¢enia —pp < —600
A1 20,2 >0

)\1(—pA —pB + 400) =0
Aa(—ps + 600) = 0

Formulécia Riesenie > Interpretacia

Lagrange
KKT
. . , Y oL
Moznosti aktivhych ohraniCeni: oo = —400+4ps —2pp — X\ =0
- ziadne nie je aktivne a teda A1*=0, A2*=0 oL
- aktivne je pa+ps=400 app ~ 200F 25 = 2pa = e =0
- aktivne je pp=600 —pa—pr < —400
- aktivne su obidve ohrani¢enia —pp < —600
Potom: A 20,42 20

A1(=pa —pp +400) =0

- pa* = 1200 a ps* = -400 zo stacionarit
P pe Y Aa(—pp + 600) =0

- nie je splnena druha podmienka primarnej
zlucitelnosti

- preto toto rieSenie nie je optimalne
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Formulacia RieSenie > Interpretéacia

Lagrange
KKT
. . . N oL
Moznosti aktivhych ohraniCeni: oo = —400 +4ps —2pg — X\ =0
- Ziadne nie je aktivne a teda A+*=0, A2*=0 oL
- aktivne je pa+ps=400 opp —200+2pp = 2pa — A2 =0
- aktivne je pg=600 —pa —pp < —400
- aktivne su obidve ohrani¢enia —pp < —600
Potom: M 20,220

A (—=pa —pp +400) =0

- A2* = 0 kedze druhé ohrani¢enie je neaktivne
A2(—pp +600) =0

- pa* =150, pp* =250 a A+* = -300 zo stacionarity
a aktivneho ohranicenia (3 rovnice o 3 neznam.)

- neplati druha podmienka primarnej a prva
podmienka duélnej zlucitelnosti

- preto toto rieSenie nie je optimalne

Formulécia Riesenie > Interpretacia

Lagrange
KKT
Moznosti aktivnych ohraniceni: 0%1 = —40044pas — 205 — A1 =0
- ziadne nie je aktivne a teda A1*=0, A2*=0 oL
- akiivne je pa+pe=400 app 200+ 2 = 2pa = =0
- aktivne je ps=600 —pa—pr < —400
- aktivne su obidve ohrani¢enia —pp < —600
A1 >0,2>0

Potom:
A1(=pa —pp +400) =0

- pe* = 600 priamo z aktivity ohraniCenia
pe P / Aa(—pp + 600) = 0

- A1* = 0 kedze prvé ohranicenie je neaktivne

- pa* =400, A2* = 200 zo stacionarity (2 rovnice o 2
neznamych po dosadeni pg* a Ar%)

- primarne a dualne zlucitelné rieSenie, plati aj
doplnkova volnost

- ak je problém konvexny, mame optimalne rieSenie
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Formulacia RieSenie > Interpretéacia

Lagrange
KKT
Moznosti aktivnych ohraniceni: % = —40044pa — 205 — A1 =0
- ziadne nie je aktivne a teda A1*=0, A2*=0 oL
- aktivne je pa+ps=400 s —200+2pp = 2pa — A2 =0
- aktivne je ps=600 —pa—pr < —400
- aktivne su obidve ohrani¢enia —pp < —600
A1 20,2 >0

Potom:
A (—=pa —pp +400) =0

- pa*=-200 a ps* = 600 z aktivnych ohraniceni
- ps y Aa(—pp + 600) =0

- A" =-2400 a A2* = 1400 zo stacionarity
- neplati prva podmienka dualnej zlucitelnosti
- preto toto rieSenie nie je optimalne

Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice
aktivne ohranic¢enia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- aké je optiméalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvySenia zisku zvysit limit prace a surovin?
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Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice
aktivne ohranicenia

max 400pa + 200ps — 2p% — p% + 2pAPB
s.t. —pa—pp < —400
—pp < —600

Optimalne rieSenie:
- pa* =400€
- pg* = 600€
-A" =0
- A2* =200

Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice

aktivne ohrani¢enia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- akeé je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvySenia zisku zvysit limit prace a surovin?
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Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice
aktivne ohranicenia

Pocet predanych kusov:
- produkt A: ga* = (400 - 2pa* + pg*) = 200
- produkt B: gg* = (200 + pa* - ps*) = 0

Prijem z predaja:
- Qa™.pa* + qe*.ps* = 80000€

Naklady na pracu a suroviny:
- praca: (2ga* + 3gs*).5€ = 2000€
- suroviny: (Qa* + 2g8%).200€ = 40000€

Zisk:
- prijmy - naklady = 38000€

Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice
aktivne ohranic¢enia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

Otazky:
- akeé je optimalne nastavenie cien pa a ps, aby bol najvacsi prijem z predaja?
- aky bude optimalny zisk, ak hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€?
- oplati sa v zaujme zvysenia zisku zvysit limit prace a surovin?
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Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice

aktivne ohraniCenia

max 400pa + 200ps — 2p% — p% + 2pAPB
s.t. —pa—pp < —400 limit na pracu

—pg < —600 limit na suroviny
Optimalne rieSenie:
- pa* =400€
- ps* = 600€
- A" =0 ohranicenie nie je aktivne, jeho zvySenie neovplyvni Ucelovku
- A2* =200 ohranicenie je aktivne, jeho zvySenie o A zmeni Ucelovku 0 A2*A

> RieSenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

° max pa + PB

Q max (400-2pa+pe) + (200+pa-pe)

e max pa(400-2pa+ps) + pe(200+pa-ps)
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> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii 1000
hodin prace a 200 jednotiek surovin.

e max (400-2pa+ps) + (200+pa-ps)

Formulacia >> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max Lagrange hodnota Ucelovej funkcie
Ucelova funkcia KKT Lagrangove nasobice
ohranicenia aktivne ohraniCenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii
neobmedzené mnoZstvo prace, ale musi spotrebovat presne 200 jednotiek
surovin. Hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€.

Otazky:
- aké su optimalne ceny pa a ps, aby bol najvacsi zisk?
- 0 kolko sa priblizne zmeni zisk, ak sa zasoba surovin zvySi 0 10%7?
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> Riesenie >> Interpretacia

min alebo max

Ucelova funkcia

ohranicenia

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii
neobmedzené mnozstvo prace, ale musi spotrebovat presne 200 jednotiek
surovin. Hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€.

max ga(pa —2-5—1-200) + gg(ps — 35— 2 - 200)
s.t. ga + 2g = 200
qa =400 — 2pas + pB
g =200+ ps —pB

Formulécia Riesenie > Interpretacia

Lagrange
KKT

Firma vyraba dva druhy produktov: Standardny produkt A a sofistikovanu
verziu B. Predaj produktov pri cene pa a ps bol odhadnuty na 400-2pa+ps
kusov pre produkt A a na 200+pa-pe pre produkt B. Vyroba jednoho kusu
produktu A vyzaduje 2 hodiny prace a 1 jednotku surovin, vyroba produktu
B zasa 3 hodiny prace a 2 jednotky surovin. Firma ma k dispozicii
neobmedzené mnoZstvo prace, ale musi spotrebovat presne 200 jednotiek
surovin. Hodina prace stoji 5€ a jednotka suroviny 200€.

max ga(pa —2-5—1-200)+ gg(ps —3-5—2-200)
s.t. g4 + 2¢gp = 200
qa =400 — 2pas + pB
g =200+ pa —ppB

Diferencovatelna ucelova funkcia a rovnosti = Lagrangeova metdda
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Formulacia Riesenie > Interpretacia

Lagrange
KKT

max ga(pa —2-5—1-200) + qa(ps — 3 -5 — 2 -200)
s.t. qa + 2gp = 200

qa =400 — 2pa + pp

g = 200 +pa — pB

0 L=—qa(pa —210) — qp(pp — 415) + p1(qga + 2¢p — 200) + - - -
+ p2(ga — 400 + 2p4 — pp) + p3(gs — 200 — pa + pB)

-
opa —qa + p1 + 2p2 — p3 py =400
% —qB + 2p1 — p2 + p3 pp = 600
g4 —pa + 210 + py + p2 qy =200

e VL= 2L | = |pp+415+2m +ps| =0 = g5 =0
oL qa + 2q5 — 200 p =5
s qa — 400+ 2p4 — pp ps = 185
de || ap—200—pa+pp | py = 175
L OHu3 |

Formulacia >> Riesenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie

Lagrangove nasobice
aktivne ohranicenia

max ga(pa —2-5—1-200) 4+ gp(pp —3-5—2-200)
s.t. ga + 2gp = 200
qa =400 — 2p4 + pB
q =200+ pa — pB
Otéazky:
- aké su optimalne ceny pa a ps, aby bol najvacsi zisk?
- 0 kolko sa priblizne zmeni zisk, ak sa zasoba surovin zvySi 0 10%7

py = 400

pp = 600

g = 200

g5 =0

uy =5 hodnota ucelovej funkcie sa zmeni priblizne o -p*A, teda zisk klesne
w5 = 185

s =175
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Formulacia >> RieSenie > Interpretacia

hodnota Ucelovej funkcie
Lagrangove nasobice

aktivne ohraniCenia

max ga(pa —2-5—1-200) +gp(ps —3-5—2-200) J*=38000
s.t. g4 + 2g5 = 200
qa =400 —2pa +pB
g =200+ pas — pB

max qa(pa —2-5—1-200)+gp(pp —3-5—2-200) J"=37611
s.t. ga + 2qp = 220
qa =400 —2pa +pB
g = 200 +pa — pB

max qa(pa —2-5—1-200)+gp(pp —3-5—2-200) J*=38028
s.t. ga + 2gp = 190
qa =400 —2pa +pB
g = 200+ pas — pB

Linearne programovanie:
simplexova metdda

Michal Kvasnica
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Linearne programovanie

Linearne programovanie
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George B. Dantzig
(1914 - 2005)

Linearne programovanie

min ¢’z min ¢’z max ¢’z
xT T T

st. Az =b s.t. Ax <b s.t. Az <b
x>0

Priklady:
- diétny problém
- separacia
- klasifikacia
- distribucia

max CT.T

st. Ax =0
x>0
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Graficka interpretacia

max 4x1 + 6x2
st. —x1+ 20 <11
x1+ 20 <27
2x9 + 5z < 90

x> x1,22 20

I ‘.
10
3
3 3

. I '&,. ) 0,.
* *
15.. 207,25 30
.Q .0. .0
*

Simplexova metdda

max C1x1 + Cag + -+ + CpTy
s.t. a1 + a2 + -+ a1pTy, = b1

a21T1 + a22%2 + - - - + a2, Ty = ba

A1 T1 + Q2T + -+ + AGpp Ty = b

T1,T2,--.,Tn >0

VSeobecny postup:
1. vytvorenie simplexovej tabulky
2. rozoznanie optimality (ak su vSetky koeficienty posledného riadku kladné)
3. urenie pivotovacej premennej
- stlpec s najmengou negativnou hodnotou v poslednom riadku
- riadok s najmensim nenegativnym pomerom bi/aj
4. pivotovanie pomocou elementarnych riadkovych operacii
5. opakovat od bodu 2
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Uprava do $tandardného tvaru

max 4xq, + 6o
st. —x1+ 20 <11
x1+ a2 <27
229 + 529 < 90

T1,72 > 0

Zavedenie doplnkovych premennych (slackov):

max 4z, + 6x9

st. —x1 +x0+23=11
1+ 29+ x4 = 27
2x1 + 5x9 + x5 = 90

T1,T2,T3,T4,Ts5 Z 0

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11
1 1 0 1 0 27
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Klasifikacia premennych:

- bézické, ak v danom stipci je iba jedna jednotka (xa, x4, xs)

- nebazické su ostatné (x1, x2)
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11
1 1 0 1 0 27
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

ZluCitelné rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x1=0, x2=0)
- bazické premenné = prava strana ohraniceni (xs=11, xa=27, x5=90)
- UCelova funkcia: O

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+a20+a3=11
1+ To + x4 =27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11
1 1 0 1 0 27
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Zmena ktorej premennej ma najvacsi vplyv na ucelovu funkciu?
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
-1 1 1 0 0 11 <=
1 1 0 1 0 27
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Ktoré ohranicenie je “najrizikovejSie” pri zvySeni xo?

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b

-1 @ 1 0 0 11 <=
1 1 0 1 0 27

2 5 0 0 1 90

-4 -6 0 0 0 0

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka
- v stlpci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
-1 @ 1 0 0 11
1 1 0 1 0 27 -prvy riadok
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka

- v stipci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b

-1 @ 1 0 0 11

2 0 -1 1 0 16 -prvy riadok
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka

- v stlpci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly

94




Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

-5x prvy riadok

X1 X2 X3 X4 Xs b
-1 @ 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
2 5 0 0 1 90

-4 -6 0 0 0 0

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka

- v stipci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

-5x prvy riadok

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 @ 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35

-4 -6 0 0 0 0

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka

- v stlpci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
-1 @ 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35
-4 -6 0 0 0 0

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka

- v stipci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly

+6x prvy riadok

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 @ 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35

-10 0 6 0 0 66

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X2 nie je jednotka

- v stlpci premennej x2 st v ostatnych riadkoch nuly

+6x prvy riadok
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
-1 @ 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Klasifikacia premennych:

- bézické, ak v danom stipci je iba jedna jednotka (x2, x4, xs)
- nebézické su ostatné (x1, xa)

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 @ 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Zlucitelné rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x1=0, x3=0)
- bazické premenné = prava strana ohraniceni (xe=11, xa=16, x5=35)
- UCelova funkcia: 66
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Pivotujeme dokym v poslednom riadku su zaporné hodnoty

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
7 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Zmena ktorej premennej ma najvacsi vplyv na ucelovu funkciu?
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b

-1 1 1 0 0 11

2 0 -1 1 0 16

7 0 -5 0 1 35 |
-10 0 6 0 0 66

Ktoré ohranicenie je “najrizikovejSie” pri zvySeni x1?

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9
st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11
2 0 -1 1 0 16
@ 0 -5 0 1 35 |
-10 0 6 0 0 66

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka
- v stlpci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11 +1/7x treti riadok
2 0 -1 1 0 16
@ 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka

- v stipci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b

0 1 2/7 0 1/7 16 +1/7x treti riadok
2 0 -1 1 0 16
@ 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka

- v stlpci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

-2/7x treti riadok

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 2/7 0 1/7 16

2 0 -1 1 0 16
@ 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka

- v stipci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16

0 0 3/7 1 -2/7 6
@ 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka

- v stlpci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly

-2/7x treti riadok
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
@ 0 -5 0 1 35
-10 0 6 0 0 66 +10/7x treti riadok

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka

- v stipci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
@ 0 -5 0 1 35
0 0 -8/7 0 10/7 116 +10/7x treti riadok

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka

- v stlpci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
@ 0 -5 0 1 35 /7
0 0 -8/7 0 10/7 116
Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri X1 nie je jednotka
- v stipci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly
Simplexova tabulka
max 4xr1 + 6x2
st. —x1+a20+a3=11
1+ T2+ x4 =27
2x1 + 529 + x5 = 90
x1,%2,%3, 24,25 > 0
X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
@ 0 -5/7 0 1/7 5 /7
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym

- pri X1 nie je jednotka

- v stlpci premennej x1 st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6

@ 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Klasifikacia premennych:

- bézické, ak v danom stipci je iba jedna jednotka (x1, X2, xa)
- nebazické su ostatné (xs, xs)

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6

@ 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Zlucitel'né riesenie:
- nebazické premenné = 0 (x3=0, x5=0)

- bazické premenné = prava strana ohraniceni (x1=5, x2=16, x4=0)
- UCelova funkcia: 116

104




Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotujeme dokym v poslednom riadku su zaporné hodnoty

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

t

Zmena ktorej premennej ma najvacsi vplyv na ucelovu funkciu?
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 3/7 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

t

Ktoré ohranicenie je “najrizikovejSie” pri zvyseni x3?

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stlpci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

- 2/3 druhy riadok

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 2/7 0 1/7 16
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym

- pri X3 nie je jednotka

- v stipci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym

- pri xa nie je jednotka

- v stlpci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

- 2/3 druhy riadok
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

+ 5/3 druhy riadok

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 -5/7 0 1/7 5
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stipci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 0 5/3 -1/3 15
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stlpci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

+ 5/3 druhy riadok

108



Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 0 5/3 -1/3 15
0 0 -8/7 0 10/7 116

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stipci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

+ 8/3 druhy riadok

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2

X3 X4 X5 b
0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 @ 1 -2/7 6
1 0 0 5/3 -1/3 15
0 0 0 8/3 2/3 132

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stlpci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

+ 8/3 druhy riadok
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b

0 1 0 -2/3 1/3 12

0 0 @ 1 -2/7 6 X7/3
1 0 0 5/3 -1/3 15

0 0 0 8/3 2/3 132

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stipci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b

0 1 0 -2/3 1/3 12

0 0 @ 7/3 -2/3 14 X7/3
1 0 0 5/3 -1/3 15

0 0 0 8/3 2/3 132

Pivotovanie = elementarne riadkové operacie, pokym
- pri x3 nie je jednotka

- v stlpci premennej xs st v ostatnych riadkoch nuly
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Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 @ 7/3 -2/3 14
1 0 0 5/3 -1/3 15
0 0 0 8/3 2/3 132

Zlucitel'né riesenie:
- nebazické premenné = 0 (x4=0, x5=0)

- bazické premenné = prava strana ohraniceni (x1=15, xo=12, x3=14)
- UCelova funkcia: 132

Simplexova tabulka

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b

0 1 0 -2/3 1/3 12
0 0 1 7/3 -2/3 14
1 0 0 5/3 -1/3 15
0 0 0 8/3 2/3 132

Pivotujeme dokym v poslednom riadku su zaporné hodnoty.

Ak také nie su, bolo najdené optimalne riesenie.
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Graficka interpretacia

(15,12)

(27,0)
5 10 15 20 25 30

X1

min CT.T max 6TZ
P z
z2>0

a Konverzia na rovnosti cez doplnkoveé premenné:

Az <b = Ax+Is=0b, s>0

e Konverzia kladnych/zapornych hodndt x na nezaporné:
r=x"—27 = A@@" -2 )+ Is=b s>0,27 >0,27 >0

e Konverzia minimalizacie na maximalizaciu

min ¢’z = min ¢’ (2T —27) = max —cf(zT —27)
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Prevody medzi Standardnymi tvarmi

min ¢ x
T zt,x— s

st. Az <b

Priklad

max 4xq1 + 6x9
st. —x1+x9 <11
r1+x2 <27
2x9 4+ 5xo < 90

1,22 >0

Zavedenie doplnkovych premennych (slackov):

max 4z, + 6x9
st. —x1+x9+23=11
T1+ 29+ x4 = 27
2x1 4+ 5z + x5 = 90
T1, %2, T3, T4, 25 > 0
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Simplexova metdda

max 1y + Caxo + -+ + Ty
s.t. ap1x1 + aroxa + - -+ a1y, = by

2121 + 2222 + - - - + a2, Ty, = b

A1 T1 + Q2T + -+ + App Ty = b

T1,29,...,Tn >0

VSeobecny postup:
1. vytvorenie simplexovej tabulky
2. rozoznanie optimality (ak su vSetky koeficienty posledného riadku kladné)
3. urenie pivotovacej premennej
- stlpec s najmensou negativnou hodnotou v poslednom riadku
- riadok s najmensim nenegativnym pomerom by/aj
4. pivotovanie pomocou elementarnych riadkovych operacii
5. opakovat od bodu 2

Prekvapenia simplexove] metody

Michal Kvasnica
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Prekvapenia simplexove] metddy

Vplyv heuristiky
Viacnasobné optima
Degenerovanost a cyklenie
Neohrani¢enost
NerieSitelnost

VykUpenie

Simplexova metdda je heuristika

(15,12)
-0, 11)

(0,0)

: : I I I
_T 5 10 15 20 25 30
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Simplexova metdda je heuristika

max 4z, + 6x9

st. —x1+x9+23=11
T1 + x9 + x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,T5 Z 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
-1 1 1 0 0 11
1 1 0 1 0 27
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Zmena ktorej premennej ma najvacsi vplyv na ucelovu funkciu?

Simplexova metdda je heuristika

max 4z, + 6x9

st. —x1+a20+a3=11
T1 + X9+ x4 = 27
2x1 + 529 + x5 = 90

L1,22,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
-1 1 1 0 0 11 <=
1 1 0 1 0 27
2 5 0 0 1 90
-4 -6 0 0 0 0

Ktoré ohranicenie je “najrizikovejSie” pri zvyseni xo?
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Simplexova metdda je heuristika

25+
20 +

(5, 16)

15

(15,12)
10

(27,0)
5 10 15 20 25 30

X1

Prekvapenia simplexove] metddy

Vplyv heuristiky
Viacnasobné optima
Degenerovanost a cyklenie
Neohrani¢enost
Neriesitelnost

VykUpenie
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Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5x9
s.t. 21‘1 —+ x9 S 4
T+ 229 <3

1,22 > 0

Konverzia na rovnosti cez doplnkoveé premenné:

max rq + 0.5x9
st. 21+ a0+ 23 =4
1+ 210 +x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Viacnhasobné optima: priklad

max xi + 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0
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Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

X1 X2 X3 X4
=) 2 1 1 0
1 2 0 1
-1 -0,5 0 0

Viacnhasobné optima: priklad

max xi + 0551]2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4
=) 2 1 1 0
1 2 0 1
-1 -0,5 0 0

-1/2x prvy riadok
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Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

X1 X2 X3 X4
=) 2 1 1 0
0 1,5 -0,5 1
-1 -0,5 0 0

-1/2x prvy riadok

Viacnhasobné optima: priklad

max xi + 051}2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4
=) 2 1 1 0
0 15 -0,5 1
-1 -0,5 0 0

t

+1/2x prvy riadok
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Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5z9

st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

X1 X2 X3 X4
=) 2 1 1 0
0 1,5 -0,5 1
0 0 0,5 0

t

+1/2x prvy riadok

Viacnhasobné optima: priklad

max xi + 051}2

st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4
=) 2 1 1 0
0 15 -0,5 1
0 0 0,5 0

t

/2
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Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

/2

X1 X2 X3 X4
=) 1 0,5 0,5 0

0 1,5 -0,5 1

0 0 0,5 0

t

Viacnhasobné optima: priklad

max xi + 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4
1 0,5 0,5 0
0 1,5 -0,5 1
0 0 0,5 0

Je toto riesenie optimalne”?
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Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

X1 X2 X3 Xa b
1 0,5 0,5 0 2
0 1,5 -0,5 1 1
0 0 0,5 0 2

Je toto riesenie optimalne”?

Ano, lebo v poslednom riadku su v&etky indexy nezaporné.

Viacnhasobné optima: priklad

max xi + 051}2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4 b
1 0,5 0,5 0 2
0 1,5 -0,5 1 1
0 0 0,5 0 2

Optimalne rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x2=0, x3=0)
- béazické premenné = prava strana ohraniceni (x1=2, xa=1)
- UCelova funkcia: 2
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5z9

st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3
X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

X1 X2 X3 X4
2 1 1 0
=) 1 2 0 1
-1 -0,5 0 0

Ina volba pivotu

max xi + 051‘2

st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4
2 1 1 0
=) 1 2 0 1
-1 -0,5 0 0

t

-0.5x druhy riadok
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5x9
st. 21+ a9 +23=4

Simplexova tabulka:

T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

X1 X2 X3 X4 b
1,5 0 1 -0,5 2,5 -0.5x druhy riadok
=) 1 2 0 1 3
-1 -0,5 0 0 0
Ina volba pivotu
max T —|— 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3
XL1,T2,T3,T4 Z 0
Simplexova tabul'ka:
X1 X2 X3 X4 b
1,5 0 1 -0,5 2,5
=) 1 2 0 1 3
-1 -0,5 0 0 0 +1/4x druhy riadok

t
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4

Simplexova tabulka:

T1+2T9 + 24 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

X4 X2 X3 X4 b

1,5 0 1 -0,5 2,5

=) 1 2 0 1 3
-0,75 0 0 0,25 0,75

t

+1/4x druhy riadok

Ina volba pivotu

max xi + 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4

Simplexova tabul'ka:

1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

X1 X2 X3 X4 b

1,5 0 1 -0,5 2,5

=) 1 2 0 1 3
-0,75 0 0 0,25 0,75

t

/2
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4
T1+ 2w + x4 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabulka:

X4 X2 X3 X4 b
1,5 0 1 -0,5 2,5
= 05 1 0 0,5 1,5 /2
-0,75 0 0 0,25 0,75

t

Ina volba pivotu

max xi + 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4 b

=» 15 0 1 0,5 25
0,5 1 0 0,5 1,5
-0,75 0 0 0,25 0,75

t

Je toto riesenie optimalne”?

Nie, lebo v poslednom riadku su zaporné indexy.
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4

Simplexova tabulka:

T1+2T9 + 24 =3

X1,T2,T3,T4 Z 0

X1 X2 X3 X4 b
1,5 0 1 -0,5 2,5
0,5 1 0 0,5 1,5
-0,75 0 0 0,25 0,75
Ina volba pivotu
max xi + 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3
X1,T2,T3,T4 Z 0
Simplexova tabul'ka:
X1 X2 X3 X4 b
=» 15 0 1 0,5 25
0 1 -1/3 2/3 2/3
0 0 1/2 0 2 +1/2x druhy riadok
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5z9
st. 21+ a9 +23=4
r1+ 203+ 24 =3
T1,To2, T3,y > 0

Simplexova tabulka:

X4 X2 X3 X4 b

=) 1 0 2/3 -1/3 53 |/15
0 1 -1/3 2/3 2/3
0 0 1/2 0 2

Ina volba pivotu

max xi + 051‘2
st. 21+ a9+ 23=4
1+ 229+ x4 =3

XL1,T2,T3,T4 Z 0

Simplexova tabul'ka:

X1 X2 X3 X4 b
1 0 2/3 -1/3 5/3
0 1 -1/3 2/3 2/3
0 0 1/2 0 2

Je toto riesenie optimalne”?

Ano, lebo v poslednom riadku su v&etky indexy nezaporné.
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Ina volba pivotu

max x1 + 0.5z9
s.t. 201 + 20+ 23 =4
T1+ 210 +x4 =3
T1,%2,x3,T4 > 0

Simplexova tabulka:

X1 X2 X3 Xa b
1 0 2/3 -1/3 5/3
0 1 -1/3 2/3 2/3
0 0 1/2 0 2

Rovnako kvalitné rieSenie
€ =0 (xz=0, x4=0)

\ONé = prava strana ohraniceni (x1=5/3, xo=2/3)

- bazické pro
- Uc&elova funkcia: 2

Viacnhasobné optima: priklad

max x1 + 0.5z
s.t. 201 + 20+ 23 =4
T1+2r0+x4 =3
T1,To, 23,24 >0

Optimalne rieSenia
- X1=2, Xo=0
- x1=5/3, x2=2/3
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Viachasobné optima

Vznikaju ked je Ucelova funkcia paralelna s “optimalnym”
aktivnym ohranicenim

VSetky optima maju rovnaku hodnotu ucelovej funkcie (ta je
jedinym kritériom, ktorym sa dé porovnat kvalita dvoch riedeni)

PredovSetkym v riadeni nie je prepinanie medzi viacnasobnymi
optimami vyhodné (vedie k Unave materialu)

Prekvapenia simplexovej metddy

Vplyv heuristiky

Viacnasobné optima
Degenerovanost a cyklenie
Neohrani¢enost
Neriesitelnost

VykUpenie
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Degenerovanost: priklad

max 2x1 + To

st.3x1+x2+23=06
Tl — X9+ x4 =2
To+ x5 =3

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

Degenerovanost: priklad

max 2x1 + Zo

st.3r1+x2+23=6
Tr1 — Lo+ x4 =2
To+ x5 =3

L1,T2,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
3 1 1 0 0 6
1 -1 0 1 0 2
0 1 0 0 1 3
-2 -1 0 0 0 0

Zlucitelné rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x1=0, x2=0)
- bazické premenné = prava strana ohrani¢eni (xs=6, xa=2, Xs5=3)
- UCelova funkcia: 0
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Degenerovanost: priklad

max 2x1 + To

st.3x1+x2+23=06
Tl — X9+ x4 =2
To+ x5 =3

L1,T2,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 Xs b

3 1 1 0 0 6

= 1 -1 0 1 0 2
1 0 0 1 3

-2 -1 0 0 0 0

Degenerovanost: priklad

max 2x1 + Zo

st.3r1+x2+23=6
Tr1 — Lo+ x4 =2
To+ x5 =3

L1,T2,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 4 1 -3 0 0
1 -1 0 1 0 2
0 1 0 0 1 3
0 -3 0 2 0 4

Degenerované
bazické rieSenie

Zlucitelné rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x2=0, x4=0)
- bazické premenné = prava strana ohrani¢eni (x1=2, x3=0, X5=3)
- UCelova funkcia: 4
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Degenerovanost: priklad

max 2x1 + To

st.3x1+x2+23=06
Tl — X9+ x4 =2
To+ x5 =3

L1,T2,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
= 0 4 1 -3 0 0
1 -1 0 1 0 2
0 1 0 0 1 3
0 -3 0 2 0 4

Degenerovanost: priklad

max 2x1 + Zo

st.3r1+x2+23=6
Tr1 — Lo+ x4 =2
To+ x5 =3

L1,T2,T3,T4,Ts5 Z 0

X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 1/4 -3/4 0 0
1 0 1/4 1/4 0 2
0 0 -1/4 3/4 1 3
0 0 3/4 -1/4

To
isté rieSenie ako v predosle;
tabulke

Zlucitelné rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x3=0, x4=0)
- bazické premenné = prava strana ohrani¢eni (x1=2, x2=0, X5=3)
- UCelova funkcia: 4
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Degenerovanost: priklad

max 2x1 + To

st.3x1+x2+23=06
Tl — X9+ x4 =2
To+ x5 =3

T1,%2,%3,T4,T5 > 0

X1 X2 X3 X4 Xs b
0 1 1/4 -3/4 0 0
1 0 1/4 1/4 0 2
= | 0 0 -1/4 3/4 1 3
0 0 3/4 -1f/4 0 4
Degenerovanost: priklad
max 2x1 + Zo
s.t. 3z; +x2 + 23 =06

Tr1 — Lo+ x4 =2

To+ x5 =3

x1,%2,%3,%4,25 > 0
X1 X2 X3 X4 X5 b
0 1 0 0 1 3
1 0 1/3 0 -1/3 1
0 0 -1/3 1 4/3 4
0 0 2/3 0 1/3 5

Optimalne rieSenie:
- nebazické premenné = 0 (x3=0, x5=0)
- bazické premenné = prava strana ohrani¢eni (x1=1, x2=3, Xa=4)
- UCelova funkcia: 5
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Degenerovanost

Degenerovaneé rieSenie = niektora bazicka premenna rovna nule
Degenerovanost mdze sposobit zacyklenie
Degenerovanost je Casta, cyklenie je velmi zriedkavé

Zaokruhl'ovanie ¢asto pomaha odstranit zacyklenie

Prekvapenia simplexovej metddy

Vplyv heuristiky
Viacnasobné optima
Degenerovanost a cyklenie
Neohrani¢enost
Neriesitelnost

VykUpenie
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Neohrani¢ené optimum: priklad

max 2x1 + o
s.t. — T+ 21 S 1
I —2.’L‘2 S 2

1,22 > 0

Neohranicené optimum: priklad

max 2$1 + 29
s.t. — T+ a1 S 1

Tr1 — 209 < 2
T1,T0 >0
X1 X2 X3 X4
-1 1 1 0
= 1 -2 0 1
-2 -1 0 0
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Neohrani¢ené optimum: priklad

max 2x1 + o
st. —x1+2x1 <1

1 — 229 < 2

T1,20 >0
X1 X2 X3 X4 b
0 1 1 3
1 0 1 2
0 -5 0 2 4

VSetky pomerove koeficienty su zaporné:

- hodnotu x2 mézeme zvySovat az do nekonecna a neporusime
ohranicenia

- hodnota Ucelovej funkcie bude tiez rast do nekonecéna

Neohrani¢ené optimum: priklad

max 2x1 + o
st. —x1+x1 <1
Iq —2:32 S 2

1,22 > 0
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Neohrani¢enost

Vzniké vtedy, ked nemame ohrani¢enia v smere vzrastu U&elovej
funkcie

Rozozname ju podla zapornosti vSetkych pomerovych
koeficientov pri prislusnej pivotovacej premennej

Znamena, ze Uloha je zle postavend, kedze mdzeme dosiahnut
nekonecne velky zisk

Prekvapenia simplexovej metddy

Vplyv heuristiky
Viacnasobné optima
Degenerovanost a cyklenie
Neohrani¢enost
NerieSitel'nost

VykUpenie
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Neriesitelnost:

priklad

max xi1 + o
s.t. — 05.’131 - 05%2 S -1
1 +x2 <1

x1,22 >0

Neriesitelnost:

priklad

max I + xo
s.t. —0.521 —0.529 < —1

r1+22 <1
r1,T9 >0
X1 X2 X3 X4 b
-0,5 -0,5 1 0 -1
1 1 0 1 1
-1 -1 0

Rozdelenie premennych:

- nebazické = 0 (x1=0, x2=0)

Lenze vSetky
premenné musia byt
nezaporné!

- bazické = prava strana ohraniCenia (xz=-1, x4=1)
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Neriesitelnost: priklad

max xi1 + o
s.t. —0.521 — 0.5 < —1

Neriesditelnost

Vznika vtedy, ked ohraniGenia tvoria prazdnu mnozinu (neexistuje
bod, ktory by splnal su¢asne vsetky ohrani¢enia)

Rozozname ju podla zapornosti niektorej bazickej premenne;

Znamena, ze Uloha je zle postavend, kedze nepripusta ziadne
riesenie

Vedie k strate funk¢nosti riadiaceho systému
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Prekvapenia simplexove] metddy

Vplyv heuristiky
Viacnasobné optima
Degenerovanost a cyklenie
Neohrani¢enost
NerieSitelnost

Vykupenie

linprog

linprog je program na rieSenie linearneho programovania

- bezi pod Matlabom (sti¢ast Optimization Toolboxu)
- implementuje 3 metddy (jedna z nich je simplexova)
- ako vstup vyzaduje LP v nasledovnom tvare:

min ¢z minimalizacia linearnej U&elovej funkcie
X
st. Az <b ohraniCenia v tvare nerovnosti
Aeq = beq ohraniCenia v tvare rovnosti

Zib £ < Zyp  hranice na optimalizované premenné
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linprog

Tvar LP Syntax
min ¢’z £=1; ( A b)
xopt=linprog(c
s.t. Az <b Y
max ¢!z
st. Az < b xopt=linprog(-c, A, b)
min ¢ z
s.t. Ar < b xopt=linprog(c, A, b, Aeq, beq)
Aeq = beq
min ¢z
s.t. Az <b xopt=linprog(c, A, b, RAeq, beq, 1lb, ub)
Aeq = beg

T <o < Typ

linprog

[xopt, Jopt, status] = linprog(c, A, b, Ae, be, 1lb,

Vystupné argumenty:
- xopt: optimalne riesenie (vektor)
- Jopt: hodnota Ucelovej funkcie v optime (skalar)
- status: stav rieSenia (skalar)

Status Vyznam
1 optimalne rieSenie
0 prekroCeny maximalny pocet iteracii
-2 neriesitelny problém
-3 neohraniceny problém

ub)
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Kvadratické programovanie a jeho
aplikacie

Michal Kvasnica

Dnes...

Kvadratické programovanie

- formulacia a rieSenie
- quadprog

RozSirené fitovanie
- ohrani¢enia
- riedke fity
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Kvadratické programovanie

min 22T Pe 4 ¢ x4+ r
xX
s.t. Az <b
Az = b

Zakladné predpoklady:
- matica P je symetricka, teda P = PT
- matica P je kladne definitna

Ak P=0, problém sa redukuje na linearne programovanie

Kvadraticky program bez ohraniCeni

min Y227 Pz + ¢Tx +r
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Kvadraticky program s rovnostami

min Y227 Px + ¢Tx +r

x

s.t. Aex = be

a L(x,p) =22" Pr+q"w +r+ p" (Aex — be)

_[Pz+q+ ATy
e Vﬁ(ac,,u)—l Az —b
R R [
= )=
Ar* =10 A0 \p b

Karush-Kuhn-Tuckerov systém

Kvadraticky program s nerovnostami

min Y227 Pz + ¢Tx +r
xX

s.t. Ax <b

Lagrangian: L(z,\) = Y22 Pz + ¢z +r + AT (Az — 1)

KKT podmienky:
stacionarita  Pz* 4+ ¢+ ATX\* =0
primarna zlucitelnost Ar* <b
duélna zlucitelnost A\* >0
doplnkova volnost N(Az" —b) =0
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quadprog

quadprog je program na rieSenie kvadratického programovania

- bezi pod Matlabom (sti¢ast Optimization Toolboxu)
- implementuje 3 metddy (jedna z nich preskimava aktivhe ohranicenia)
- ako vstup vyzaduje QP v Standardnom tvare:
mmin %xTPx + ¢Tz minimalizacia kvadratickej U¢elovej funkcie
st. Az < b ohrani¢enia v tvare nerovnosti
Aex_z be ohrani¢enia v tvare rovnosti

T < < xyp  hranice na optimalizované premenné

quadprog

[xopt, Jopt, status] = quadprog(P, g, A, b, Ae, be, 1lb, ub)

Vystupné argumenty:
- xopt: optimalne riesenie (vektor)
- Jopt: hodnota Ucelovej funkcie v optime (skalar)
- status: stav rieSenia (skalar)

Status Vyznam
1 optimalne rieSenie
0 prekroCeny maximalny podet iteracii
-2 neriesitelny problém
-3 neohraniceny problém
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Dnes...

RozSirené fitovanie

- ohraniGenia

Fitovanie dat ako kvadraticky program

min Z(Z}i —y;)?

N 3 2
s.t. y; = asx; + axx; +a1x; + agp
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Fitovanie dat ako kvadraticky program

min (1 — 1) + (G2 — y2)° + (I3 — y3)* + (G4 — va)® + (I5 — y5)°
s.t. g1 = aga::f + agaz% + a1x1 + ag

2 = as} + a3 + a2 + ag

J3 = aszj + azx3 + a173 + ag

G4 = a3xs + agx 4+ a1xy + ag

- 2
Ys = aga:g + a2xy + ai1xs + ag

A

2{1 as
Y2 as
73 | = " = min (Ma—y)T(Ma—y)
" 1

Y4
- a
Ys 0

Fitovanie dat ako kvadraticky program

min (Ma —y)"(Ma — y)

4

min Y227 Pz +¢"x +r
xX

Transformacia:
-X=a
- P=2MM
- g=-2M'y
- r=yly

xopt = quadprog (2*M’ *M, -2*M’*y)
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Fitovanie s ohraniceniami

1.5 T T T T T
X
X
1 X R
X
X
05f Xy, > .
X X
X X X
K XXX KKK XK

o 1 | | 1 1

0 05 1 15 2 25 3

Fitovanie s ohraniCeniami

1.5 T T T T T
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Fitovanie s ohraniceniami

min (Ma —y)T (Ma — y)

a

U
min V22T Pz +¢" 'z +r
X
s.t. Az <b
Aoz = be

Ohranic¢enie na hodnotu fitu:
- z=Mx
- Z=2Zmin

- Mx = zmin a teda A=-M, b=-Zmnin

Dnes...

Rozsirené fitovanie

- riedke fity
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Riedke fity

15

05}

0 1 Il Il 1 1
0 05 1 15 2 25 3

f(z) = —0.142° + 1.232° — 4.062* + 6.152° — 4.152% + 0.75z + 0.47

f(z) = 0.0032° — 0.0223 4 0.32

Riedke fity

main (Ma — )T (Ma —y) + v|lalls

llallr = |la1] + laz| + ... + |an|

Minimalizacia 1-normy vedie na riedke rieSenie s malym poctom
nenulovych prvkov

BA
A\ /|
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Riedke fity

min (Ma —y)T (Ma —y) + 7| al;;

a

llallr = |la1] + laz| + ... + |an|

Minimalizacia 1-normy vedie na riedke rieSenie s malym poctom
nenulovych prvkov

L o il rreril
0

1 2

Riedke fity

min (Ma —y)" (Ma —y) + 7]all
Ako naformulovat kvadraticky program?
mxin V22T Pr 4 ¢ w +r
st. Az <b
Acx = b,
Minimalizacia absolutnej hodnoty:

min || < minmax{x, —x} < min € < min e

s.t. € > max{z, —z} st.e>ux

IV

€ —X
Minimalizacia 1-normy:
min ||z||; < min 1€

st. —e<zx<e
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Separacia a klasifikacia

Michal Kvasnica

UrCenie pohlavia z fotky

Female 210




Aplikacie klasifikacie

Detekcia objektov na obrazkoch

¢

Pozitivna vzorka

Rastrovanie Detekcia vlastnosti

Aplikacie klasifikacie

Detekcia objektov na obrazkoch

Klasifikacia proteinov

G protein-coupled

receptors

secretin-like. | cAMP rhodopsin-like metabotropic ete

GPCRs receptors GPCRs glutamate

receptors
opsins APJ relaxin adenoslne‘ dopamine ete
receptors | receptors = | receptors | receptors

red-sensitive green-sensitive blue-sensitive rhodopslns‘ ete
opsins opsins opsins (
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Aplikacie klasifikacie

Detekcia objektov na obrazkoch
Klasifikacia proteinov

Rozoznavanie pisma

File Help
Samples (input) | Machines | Classfication |
Classffication Discriminant functions relative response
]
s [
]
i E— |
) — |
@
Drawing Canvas 8
o 4
|
[T
[T
()
o [
|
+ + + + + + + + +
- 0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
[ Classfy ] [ Clear ] Relative class response

Classification complete. Hits: 475/500 (95%)

Aplikacie klasifikacie

Detekcia objektov na obrazkoch
Klasifikacia proteinov
Rozoznavanie pisma

Kategorizacia textu (napr. detekcia spamov)

N Appropriate Threshold
Legitimate (value):
HC value (i) 0.80 (unigrams)
0.75 (bigrams)
0.65 (trigrams)

Web Page (i)
%

HC value (iv)

~——

SimTB using
n-grams (jii)

EnSimTB (v)




Dnes...

Linearna separacia

Robustna separacia

Priblizna separacia

Support Vector Machines (SVM)

Nelinearna separacia

Linearna separacia

Dané su dve mnoziny bodov {X1,...,xn} a {y1,...,ym}

Cielom je ndjst parametre acR" a beR také, Ze:

-axi+b>0,i=1,..., N
-alyj+b<0,j=1,.... M
Reformulacia na neostré nerovnosti:
-axi+b=¢i=1,....,N
-alyj+b<-¢j=1,...,. M *
Po vydeleni epsilonom:
-axi+b= 1,i=1,...,N ©
-alyji+b<-1,j=1,.... M
Reformulacia na LP po zavedeni novej premennej z = [aT, b]T:
min 07z
st. —[zF, 1]z<-1,i=1,...,N
), 1]z2<-1, j=1,...,.M
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Robustna separacia

Robustna separacia

AA
A A,
A AAA 4

Aaka
A AA
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Robustna separacia

AA
A A,
A AAA 4

Aaska
A AA

® o
o %o A A
®e o A A,
0.0. A AAA 4
o.. AAA‘
[ ) A AA
A

Robustna separacia

Dané su dve mnoziny bodov {X1,...,xn} a {y1,...,ym}

Cielom je ndjst parametre acR" a beR také, Ze:

-axi+b>0,i=1,..., N
-alyj+b<0,j=1,.... M
- je maximalizovana vzdialenost od bodov

Vzdialenost roviny od bodov je 2/||a||2

50

40

2/|all
w
o

N
o
T

101
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Robustna separacia

Dané su dve mnoziny bodov {X1,...,xn} a {y1,...,ym}

Cielom je néjst parametre acR"” a beR také, Ze:

-axi+b>0,i=1,..., N
-alyj+b<0,j=1,.... M

- je maximalizovana vzdialenost od bodov

Vzdialenost roviny od bodov je 2/|al|2

Teda minimalizujeme prevratend hodnotu:
min /2 |lall2
st.alz;,+b> 1,i=1,....,N
alyj +b<—1,j=1,....,.M

Reformulacia na kvadraticky program cez umocnenie Ucelovky:
min Yaa”a
st.afa;+b> 1,i=1,...,N
aly; +b<—1,j=1,....,.M

Priblizna separacia

Hladame taky separator, ktory minimalizuje pocCet chybne
klasifikovanych bodov
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Priblizna separacia

Hladame taky separator, ktory minimalizuje pocCet chybne

klasifikovanych bodov

Pbvodné ohranicenia boli tvrdé:
-axi+b=1,i=1,..., N

-alyj+b<-1,j=1,.... M

Zmakcéime ich:
-axi+b=1-u,i=1,..., N

-alyj+bs<-1+v,j=1,... M

-u,vi=0
A budeme penalizovat pouzitie zmakd&ovacich premennych:
min ) . u; + Y v;
st.ale;+b>1—w;, i=1,...,N

aTy1+b§—1+vj, ji=1,....M
u>0,v>0

Support Vector Machines

o o
e %o A A
0.. A A,
* e, A AAA 4,
o ® AA
o ® o A
A AA
A
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Support Vector Machines

Hladame separator, ktory ma Siroku separacni medzeru a zaroven
maly pocet zle klasifikovanych bodov

min ||al|s +y(1Tu + 17v)

st.ate; +b>1—w;, i=1,....N
aTy1+b§—1+vj, 7=1....M
u>0,v>0

Parameter y urCuje pomer medzi Sirkou medzery a poctom zle
klasifikovanych bodov

|de o multikriterialnu optimalizaciu

e o
e %o A A
[P ° A A,
0.0. A AAA 4
° . ® .AAA‘
A AA
A

Nelinearna separacia
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Nelinearna separacia

Nelinearna separacia

Hladame také parametre funkcie f(z), ze plati:

fl@)>0,i=1,...,N

Vo v8eobecnosti je to velmi tazky problém
Ak f(z) = > aifi(z), potom ide o linearne programovanie

Priklad: kvadraticka separacia

f(2) =2TPz+¢T 247
el P+ ¢ wi+r>1,i=1,...,N
yI Py +q"y;+r<-1,j=1,....M

NajCastejSie sa pouzivaju polynomické bazické funkcie fx(z)
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0.1 Z3kladné pojmy a definicie

0.1 Zakladné pojmy a definicie

Definicia 0.1 (Oznacovanie skaldrov, vektorov a matic). Zdpis ¢ € R
znamena, ze premennd x je skalar a moéze nadobudat vsetky redlne hodnoty od
—00 po 0o. Zapis x € R™ oznacuje vektorovil premenni v tvare

T
1)
r=|.1, (1)

Tn

pricom z; € R a z; je i-tym prvkom vektora. Vsetky vektory st teda z definicie
stlpcovymi vektormi. Zapis x € R™*™ oznacuje maticu s n riadkami a m stlpcami,
teda

11 o Tim
T = : : ) (2)

Tn,1 " Tpm
pricom z; ; € R a x; ; oznacuje prvok matice nachadzajici sa na i-tom riadku a
j-tom stlpci. |

Definicia 0.2 (Transponovanie vektora a matice). Pre vektor z € R”
zapis T oznacuje transpoziciu vektora, teda

Z‘lT

=z - xy]. (3)

Tn

Transpoziciou stipcového vektora teda dostaneme riadkovy vektor a transpoziciou
riadkového vektora je stlpcovy vektor.

Transpoziciou matice z € R™ ™ je matica T € R™*™ ktorej riadky st tvorené
transponovanymi stlpcami pévodnej matice. Teda plati
T
11 o Tim 11 - Tpd

Tn,1 o Taom Tiom " Tnm

s
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Definicia 0.3 (Operacie s vektormi). Nasobenie skaldra o € R a vektora
x € R™ je definované ako
I axy
al | =+ |. (5)
Tn oy,

Pre dva rovnako dlhé vektory z € R™ a y € R” plati, ze x < y vtedy a len
vtedy, ked z; < y; pre vsetky i od 1 po n, teda ked porovnanie plati po prvkoch.
Rovnako po prvkoch sa realizuji porovnania z > y, x < y a z > y. Ak maju
porovnavané vektory rozdielnu dizku, nie je mozné ich porovnat.

Zapis x + y vedie na
z1 Y1 T+
S B I f , (6)
Tn Yn Tn + Yn
pricom analogicky je definovany aj rozdiel x — y.

Nésobenie vektorov, teda zapis zy, nie je povolené ak n > 1, kedze pri nasobeni
vektorov/matic musi platit, ze stipcovy rozmer vektora z (€o je v nasom pripade
1 kedze z je stipcovy vektor) mus{ byt rovny riadkovému rozmeru y (¢o je n).
Matematika pozné Specidlny typ stucinu dvoch vektorov, ktory sa vola skaldrny

sucin. Ten je definovany ako x -y s pouzitim Specidlneho operatora “-” nasledovne:
x-y=2aTy, (7)
¢o znamena
X1 Y1 Y1 n
: =l w] ] = szyz (8)
Tn]  |Yn Yn] 7!
Specidlnym pripadom je -z = 2Tx = S @i O

Definicia 0.4 (Operacie s maticami). Majme maticu X € R"*™ a maticu
Y € RP*4, Potom plati, Ze sCitovanie X + Y je definované iba vtedy, ked maju
matice identické rozmery, teda plati p =n a ¢ = m. V tomto pripade je suma
X +Y definovand ako matica ktorej prvky st su¢tom prvkov jednotlivych matic.
Teda

T11 o Tim Yir o Yim Ti1+Yir o Tim T Yim
o FEEE N N I :

Tn,al " Tnm Yn,1 " Ynm Tn,1 + Yna1 - Tnm + Yn,m
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0.1 Z3kladné pojmy a definicie

Rozdiel X —Y je definovany analogicky po prvkoch za predpokladu, ze matice
maju rovnaky riadkovy aj stlpcovy rozmer.

Nésobenie matic X € R"*™ a Y € RP*? v tvare X - Y je mozné iba vtedy, ak
je stlpcovy rozmer matice X totozny s riadkovym rozmerom matice Y, teda ak
plati p = m. Vysledkom nésobenia je matica, ktord mé n riadkov a g stlpcov.

Delenie matic sa realizuje pomocou nasobenia inverznou maticou bud zlava
alebo zprava. Zapisom X ~'Y rozumieme nasobenie inverznou maticou k matici
X zlava, zatial ¢o Y X ! oznaduje ndsobenie zprava. Pritom plati, Ze k matici
X € R™*™ existuje inverzia X! € R™*" iba vtedy, ak je matica $tvorcova a

nesinguldrna (teda jej determinant je rézny od nuly). O
Definicia 0.5 (Norma vektora). Uvazujme vektor z € R”, teda z = [1,...,2,]T.
Potom

2, = (10)

oznacuje p-normu vektora = kde |z;| je absolitna hodnota i-tého prvku vektora.
Najbeznejsie pouzivanymi hodnotami p st p =1, p = 2 a p = oo, ktoré maju
nasledovny vyznam:

o |zl =37 |zi| je 1-norma vektora = dand ako stcet absoldtnych hodnot
jednotlivych prvkov vektora;

o |lzll2 = /X, 22 je 2-normou (niekedy tiez oznacovanou ako Euklidovskd

norma) vektora x;

o [[2]|oc = Max;eqr,.. n} |7i| je nekonecno norma vektora x dand ako ab-
solitna hodnota toho prvku vektora z, ktorého absolitna hodnota je
najvicsia.

Definicia 0.6 (Vlastné cisla matice). Uvazujme ¢tvorcovi maticu M €
R™ ™. Vlastnymi ¢islami tejto matice si vsetky korene rovnice

det(Moxp — M) = 0, (11)

kde I,,xn oznacuje jednotkovi maticu prislusného rozmeru a A je skaldrna sym-
bolicka premenna. O
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Definicia 0.7 (Zapis funkcii). Zapisom f : R® — R™ rozumieme taki fun-
kciu f(z), ktorej argumentom (vstupom) je n-rozmerovy vektor a vystupom
m-rozmerovy vektor redlnych ¢isel. Hovorime, ze f(z) je funkciou n premennych.
Zapis f : R™ — R oznacuje funkciu, ktorej vstupom je vektor a vystupom je
skalar. Takéto funkcie volame skaldrne funkcie. O

Definicia 0.8 (Lokalne minimum). Funkcia f(z) ma v bode a* lokdlne mi-
nimum ak existuje 6 > 0 také, Ze pre kazdé x spliiajuce ||z — z*||2 < ¢ plati, Ze

flar) < f(a). O

Geometrickd interpretdcia podmienky ||z — z*||2 < ¢ je takd, Ze uvazujeme také
body z, ktoré lezia v kruznici so stredom v z* a polomerom 9.

Definicia 0.9 (Ostré lokalne minimum). Funkcia f(z) méd v bode a* ostré
lokdlne minimum ak existuje 6 > 0 také, Ze pre kazdé x spliiajtce ||z — z*||2 < ¢
plati, ze f(z*) < f(z). O

Definicia 0.10 (Lokédlne maximum). Funkcia f(z) ma v bode a* lokdlne
mazimum ak existuje § > 0 také, ze pre kazdé z spliajice ||z — x*||2 < ¢ plat,

ze f(z*) > f(x). O

Definicia 0.11 (Ostré lokalne maximum). Funkcia f(z) mé v bode * ostré
lokdlne mazimum ak existuje 0 > 0 také, ze pre kazdé x splinajuice ||z — z*||2 < ¢
plati, ze f(x*) > f(z). O

Definicia 0.12 (Globdlne minimum). Funkcia f(z) ma v bode z* globdlne
minimum ak pre vSetky body z z definiéného oboru funkcie f(z) plati, Ze

far) < f(a). O

Definicia 0.13 (Globélne maximum). Funkcia f(z) mé v bode z* globdlne
mazimum ak pre vsetky body x z definicného oboru funkcie f(z) plati, Ze

f(@*) > f(=). O

Definicia 0.14 (Kladne semidefinitnd matica). Stvorcovii maticu M €
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0.1 Z3kladné pojmy a definicie

R™*™ volame kladne semidefinitnou vtedy a len vtedy ked vSetky jej vlastné Cisla
Ai, ©=1,...,n, st nezdporné, teda

A >0, Vie{l,...,n}. (12)

Kladne semidefinitné matice oznacujeme pomocou zapisu M > 0. O

Definicia 0.15 (Kladne definitnd matica). Stvorcovii maticu M € R™*"
volame kladne definitnou vtedy a len vtedy ked vsetky jej vlastné cisla su kladné.
Kladne definitné matice oznac¢ujeme pomocou zapisu M > 0. O

Definicia 0.16 (Zaporne semidefinitnd matica). Stvorcovi maticu M €
R™ ™ volame zdaporne semidefinitnou vtedy a len vtedy ked vsetky jej vlastné
¢isla st nepozitivne, teda

A <0, Vie{l,...,n}. (13)

Zaporne definitné matice oznacujeme pomocou zapisu M =< 0. O

Definicia 0.17 (Zaporne definitnd matica). Stvorcovii maticu M € R"*"
volame zdporne definitnou vtedy a len vtedy ked vsetky jej vlastné ¢isla su
zaporné. Zaaporne definitné matice oznacujeme pomocou zapisu M < 0. |

Definicia 0.18 (Indefinitnd matica). Stvorcovi maticu M € R™*" volame
indefinitnou vtedy a len vtedy ked nie je ani kladne ani zdporne semidefinitné,
teda niektoré jej vlastné Cisla su kladné a niektoré zaporné. O

Definicia 0.19 (Gradient). Uvazujme funkciu f : R” — R. Potom V f(z) kde
x = [r1,...,2,]7 oznacuje gradient tejto funkcie ako vektor parcidlnych derivécii
funkcie f(z) podla premennych x; az xz,, teda:

ag(x)
Vi@ =] : |. (14)

f(z)
oz,

>

168



Poznamka 0.20. Ak je funkcia f(x) funkciou jednej premennej, teda ked « € R,
potom je jej gradient rovny prvej derivacii f(z) podla x. O

Definicia 0.21 (Hessian). Uvazujme funkciu f : R" — R. Potom V2 f(z) kde
x =[zy,...,2,]T oznacuje Hessidn tejto funkcie ako maticu parcidlnych druhych
derivacii f(z) podla premennych x az x,, teda:

Of@) . 8f()
Ox10xT1 0x10Ty
Vif(z)=| .. : (15)
Of@) . Of@)
0x, 011 0y, Oy
Hessian sa tiez niekedy nazyva Hessova matica. O

Poznamka 0.22. Ak je funkcia f(x) funkciou jednej premennej, teda ked « € R,
potom je jej Hessidn rovny druhej derivacii f(x) podla z. O

Definicia 0.23 (Stacionarny bod funkcie). Bod Z je staciondrnym bodom
funkcie f(z) ak plati Vf(Z) = 0, teda Ze gradient funkcie je v tomto bode
nulovym vektorom. Geometrickd interpretacia je, ze funkcia v stacionarnom bode
ani nerastie, ani neklesa. O

Definicia 0.24 (Konvexna funkcia). Uvazujme funkciu f : R® — R. Tato
funkcia je konvexnd na celom jej definiénom obore vtedy a len vtedy ak plati
aspon jedna z tychto podmienok:

1. Pre lubovolné dva body y a z z definicného oboru funkcie a pre vsetky
hodnoty 6 z intervalu 0 az 1 plati, ze
fOy+(1—0)z) <0f(y)+(1-0)f(2) (16)
2. Pre Tubovolné dva body y a z z definicného oboru funkcie plati, ze
f(2) 2 fy) + VW) (z —v), (17)
kde Vf(z) je gradient funkcie.

3. Hessidn funkcie f(z) je kladne semidefinitny, teda plati

V2f(x) = 0. (18)
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0.1 Z3kladné pojmy a definicie

Poznamka 0.25. Geometrickd interpreticia podmienky konvexnosti v (16) je
nasledovné. Pre Iubovolné dva body y a z musi platit, Ze graf funkcie f(z) na
intervale y < 2 < z lezi na alebo pod tiseckou, ktord spdja funkéné hodnoty f(y)
a f(z). Podmienka (17) vyjadruje situdciu, ked graf funkcie lezi na alebo nad
dotyc¢nicou tejto funkcie v Tubovolnom bode jej defini¢ného oboru. O

Poznamka 0.26. Overenie konvexnosti podla podmienky (17) vyZzaduje, aby
existoval gradient danej funkcie, teda aby bola funkcia f(z) spojite diferencova-
telnd. Podmienka (18) naviac vyZaduje, aby existovala aj druhd derivicia a této
bola tiez spojita. O

Definicia 0.27 (Konkavna funkcia). Funkcia f(z) je konkdvna na celom jej
definicnom obore vtedy a len vtedy ak plati aspon jedna z tychto podmienok:

1. Funkcia — f(z) je konvexna.

2. Pre Tubovolné dva body y a z z definicného oboru funkcie a pre vsetky
hodnoty 6 z intervalu 0 az 1 plati, ze

f(Oy +(1—-0)2) > 0f(y) + (1 —0)f(2). (19)
3. Pre Iubovolné dva body y a z z definicného oboru funkcie plati, ze

f(2) < fly) +VIW)T(z—y). (20)

4. Hessian funkcie f(z) je zdporne semidefinitny, teda V2 f(z) < 0.

Definicia 0.28 (Striktne konvexnda funkcia). Funkcia f(z) je striktne kon-
vexnd ak plati aspon jedna z nasledovych podmienok:

1. Pre Iubovolné dva body y a z z defini¢ného oboru funkcie spliiajtce y # =
a pre vSetky hodnoty 6 z intervalu 0 az 1 plati, ze

fOy+(1=0)z) <0f(y) +(1-0)f (). (21)
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2. Pre lubovolné dva body y a z z defini¢ného oboru funkcie spliiajtce y #z
plati , ze

fR)> )+ Vi) —y) (22)
3. Hessian funkcie f(z) je kladne definitny, teda V2 f(z) = 0.

Definicia 0.29 (Striktne konkavna funkcia). Funkcia f(x) je striktne kon-
kavna ak plati aspon jedna z nasledovnych podmienok:

1. Funkcia —f(z) je striktne konvexn4.

2. Pre lubovolné dva body y a z z defini¢ného oboru funkcie spliiajtce y #z
a pre vSetky hodnoty 0 z intervalu 0 az 1 plati, ze

fOy+(1=0)2)>0f(y) +(1-0)f(2). (23)

3. Pre Iubovolné dva body y a z z definiéného oboru funkcie spliajice y # z
plati , ze

(&) <Fy)+VIiW)T(z—y). (24)

4. Hessian funkcie f(z) je zaporne definitny, teda V2 f(x) < 0.

Priklad 0.1. V tomto priklade ukézeme, ako pomocou podmienok uvedenych v
definicii 0.24 overit, Ze funkcia f(x) = 22 je konvexnd funkcia.

Za¢neme ddkazom, Ze podmienka (16), je splnend pre lubovolné dva body y a z,
ako i pre vSetky hodnoty 6 € [0,1]. Za f(y) dosadime funkéni hodnotu v bode y,
ktord je rovnd y2. Podobne f(z) = 22 a nakoniec f(0y+(1—0)z) = (fy+(1-0)z)%.
Podmienka (16) bude teda v tvare

(0y + (1 — 0)z)* < 0y* + (1 — 0)2°. (25)

Expanzia lavej strany nerovnice vedie na

0%y? +20(1 — 0)yz + (1 — 0)*2% < 0y + (1 —0)2> (26)
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0.1 Z3kladné pojmy a definicie

Prenesenim ¢lenov z lavej strany na prava dostédvame
0<0y? —0%y* —20(1 — 0)yz + (1 —0)2% — (1 —0)22% (27)
Vyjmutim 6, y? a 2? pred/za zatvorku nerovnicu (27) upravime do tvaru
0<6(1-0)y*—201 —0)yz+6(1 —6)2% (28)
Nésledne pred zatvorku vyjmeme 6(1 — 0) a dostaneme
0<6(1—0)(y?—2yz+ 22). (29)

Vyraz v druhej zatvorke je pritom rovny (y — 2)?, ktory, ako vieme, je nezadporny
pre Iubovolné hodnoty  a z. Na to, aby bol nezdporny cely produkt 6(1—6)(y—z)?
je potrebné dokazat, ze 6(1 — 6) je nezédporné pre vsetky 0 € [0,1]. Kedze
(1 —0) = 0 — 6% a kedZe zjavne plati 62 < 6 pre vietky 6 € [0,1], plati,
Zze 6(1 — 0) > 0 pre vsetky 6 € [0,1] a preto je cely vyraz na pravej strane
nerovnosti (29) vzdy nenegativny. Preto je nerovnost v (16) splnend pre lubovolné
dva body y a z, ako i pre vietky hodnoty 6 € [0, 1] a funkcia f(z) = 22 je teda
konvexna.

Dokaz konvexnosti funkcie 22 podla podmienky (17) vyZaduje poznat gradient
funkcie, ¢o je v nasom pripade (kedZe sa jednd o skaldrnu funkciu jednej premen-
nej) jej prva derivécia, teda V f(z) = 2z. Podmienka (17) bude teda v tvare

22> y? +2y(2 — y), (30)

ktord musi platit pre vSetky mozné hodnoty z a y (kedZe defini¢nym oborom
funkcie 22 je R). Expanzia zatvorky v pravej ¢asti nerovnosti ddva

22 > y? 4 2yz — 242, (31)

¢o po uprave je
22> —y? 4+ 2yz. (32)

Presunom ¢lenov z pravej casti nerovnosti na lavi stranu dostaneme
22— 2yz+y? >0, (33)
¢o sa d4 pomocou zndmeho vzorca (a — b)? = a® — 2ab + b* zapisat ako
(2 —y)*>0. (34)
Kedze a? je nezdporné pre vietky hodnoty a, vidime, Ze nerovnost (z —y)? > 0

je splnend pre lubovolnt hodnotu z a y, preto podmienka (17) plati pre vsetky
hodnoty z a y a funkcia 22 je teda konvexni.
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Dékaz konvexnosti podla podmienky (18) vyzaduje poznat Hessidn funkcie f(z).
V nagom pripade je totozny s druhou derivaciou funkcie z2, teda V2 f(x) = 2.
Vidime, ze Hessidn je konStantny (nazdvisi od x) a je kladne semidefinitny (skalar
je kladne semidefinitny vtedy, ked jeho hodnota je nezdpornd). Preto je funkcia

22 konvexn4.
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